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Resumo. Este trabalho apresenta uma técnica experimental para medir simultaneamente a difusividade térmica e a
condutividade térmica de fantomas, amostras in vitro que mimetizam um tecido vivo. A medi¢do destas propriedades
reque a imposi¢do de fluxo de calor periodico na superficie frontal dos fantomas. Um transdutor de fluxo de calor com
um sensor de temperatura integrado posicionado na face frontal mede o fluxo de calor imposto e a temperatura da
superficie aquecida. Um termopar de superficie mede a temperatura na face oposta ao aquecimento. O procedimento
experimental prevé a aplicagdo do mesmo conjunto de dados experimentais em dois modelos térmicos diferentes. O
primeiro modelo utiliza a relagdo de ganho entre duas temperaturas de superficie adquiridas para determinar a
difusividade térmica. O problema inverso é entdo resolvido usando inferéncia Bayesiana. O segundo modelo aplica a
inferéncia bayesiana sobre os valores teoricos e experimentais das propriedades para obter a maxima verossimilhan¢a
da fung¢do do erro quadrado da temperatura para estimativa da condutividade térmica. O cadlculo das incertezas
experimentais indica baixa dispersao dos resultados, e os valores estimados das propriedades apresentaram excelente
concorddncia com os dados da literatura.

Palavras-chave: Condutividade Térmica, Difusividade Térmica, Medi¢do de Temperatura, Problemas Inversos.
Quantificacdo de Incertezas.

Abstract. This work presents an experimental technique for simultaneously measuring the thermal diffusivity and thermal
conductivity of phantoms, in vitro samples that mimic living tissue. The measurement of these properties requires the
imposition of a periodic heat flux on the front surface of the phantoms. A heat flux transducer with an integrated
temperature sensor positioned on the front face measures both the imposed heat flux and the temperature of the heated
surface. A surface thermocouple measures the temperature on the opposite face from the heating. The experimental
procedure involves applying the same set of experimental data to two different thermal models. The first model uses the
gain relationship between two acquired surface temperatures to determine the thermal diffusivity. The inverse problem
is then solved using Bayesian inference. The second model applies Bayesian inference to the theoretical and experimental
values of the properties in order to obtain the maximum likelihood from the squared temperature error function for
estimating the thermal conductivity. The calculation of experimental uncertainties indicates low dispersion of the results,
and the estimated property values showed excellent agreement with literature data.

Keywords: Thermal Conductivity, Thermal Diffusivity, Temperature Measurement, Inverse Problems, Uncertainty
Quantification.

1. INTRODUCAO

Segundo a Organizacdo Mundial da Saude (WHO), o cancer de mama foi o cAncer mais diagnosticado em 2020, com
2,26 milhdes de novos casos naquele ano. Trata-se do cincer com maior taxa de letalidade entre as mulheres, sendo
responsavel por 685 000 6bitos em todo mundo em 2020, o que corresponde a 7 % do total de mortes por cancer no
planeta. Segundo a WHO, até 2040, a incidéncia de cancer de mama aumentara em 1/3, e a mortalidade desta enfermidade
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aumentara em quase 50 %. O cancer de mama ¢ uma doenca altamente curavel quando detectada precocemente, porém
altamente mortifera caso descoberta tardiamente.

O diagnostico de cancer de mama pode ser realizado através de exames convencionais, quais sejam, mamografia,
ultrassom e ressonancia magnética, ou entdo através de exames mais recentes, como o PET/Scan. Contudo, estes sdo
procedimentos desconfortaveis, invasivos e onerosos, onde, em alguns casos, o paciente fica exposto a radiagdes
ionizantes durante os exames. Além disso, no tocante 8 mamografia, a probabilidade de identificar tumores em mulheres
com mamas densas ¢ muito baixa em rela¢éo as demais técnicas citadas. Existe ainda o inconveniente de pacientes com
nanismo ou cadeirantes de realizar este procedimento.

Intentando reduzir o desconforto e o estresse gerado durante os exames convencionais de diagnéstico, faz-se
necessario novos exames para triagem do cancer de mama, que sejam comodos e ndo invasivos. Neste sentido, as técnicas
termométricas apresentam grande potencial para detecgdo de inclusdes em tecidos vivos, por serem procedimentos nao
invasivos.

Medigoes de propriedades termofisicas sdo extremamente importantes para prever o comportamento térmico em
tecidos biologicos. Patil e Maniyeris (2019) delinearam modelos computacionais unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais para estudar problemas de biotransferéncia de calor usando o método de diferengas finitas, visando a
identificagdo térmica de cistos mamarios. Bezerra et al. (2020) apresentaram uma metodologia para estimar propriedades
térmicas com base nas imagens infravermelhas da mama. Jena e Gupta (2021) apresentaram uma abordagem para estimar
simultaneamente a condutividade térmica, capacidade calorifica volumétrica, difusividade térmica e efusividade térmica,
a partir da resposta térmica medida em uma tinica superficie do material usando a técnica de termografia de aquecimento
parcial. Sudarsan et al. (2021) apresentaram um método computacional que faz uso da termometria de contato para estimar
o centro geométrico, o tamanho e as propriedades termofisicas do tumor de mama.

O principio fisico das técnicas termométricas leva em conta que o crescimento celular desregulado num determinado
tecido vivo, proveniente de um céancer, apresenta uma taxa metabdlica maior, o que demanda um maior fluxo sanguineo
do que o tecido sadio circundante. Entdo, o calor adicional gerado ¢ transferido ao tecido vizinho do tumor, causando
perturbagdes no campo de temperatura superficial da pele. Esta perturbacdo pode ser observada através de cameras
infravermelhas ou por sensores de temperatura. As temperaturas medidas sdo analisadas através de problemas inversos
para inferir sobre a posi¢do e o campo de temperatura tumoral. Este fato demanda técnicas experimentais capazes de
estimar as propriedades termofisicas de tecidos vivos quando do conhecimento do campo térmico.

A Equagido da Biotransferéncia de calor ¢ um modelo matematico que relaciona o campo de temperatura de um tecido
biolégico com suas respectivas propriedades termofisicas. Neste sentido, o objetivo deste trabalho ¢é estimar as
propriedades termofisicas de fantomas — um tipo de corpo-de-prova usado para simulagdo in-vitro do comportamento de
tecidos vivos, sendo bastante utilizado para a calibracdo de instrumentos médicos — através da técnica desenvolvida por
Santos-Junior et al. (2022). De modo especifico, este trabalho visa desenvolver uma bancada experimental para estimativa
simultanea da difusividade térmica e da condutividade térmica utilizando o modelo unidimensional, uma vez que a técnica
proposta por Santos-Junior et al. (2022) foi aplicada a um modelo 1D. Como diferencial, as propriedades sao estimadas
via inferéncia bayesiana.

2. METODOLOGIA
2.1 Modelo Matematico
A Figura | apresenta o sistema fisico adotado para estimativa de propriedades termofisicas.
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Figura 1. Sistema fisico unidimensional
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Um fluxo de calor g ¢ imposto de maneira uniforme em y = W, numa placa quadrada com dimensdes L X W X R,
conforme apresentado na Fig. 1. Em y = 0 a face encontra-se isolada termicamente. As laterais do dominio estdo sujeitas
a convecgao livre. Considerando que L = R > W, podemos admitir que, durante um certo tempo, a condugdo de calor €
unidimensional no centro do dominio, ao longo da dire¢@o axial. Assim, o modelo matematico que representa o problema
direto € dado pela Eq. 1:

a°T _1lor

- = 1
dy? a ot @)

Através do método de Fungoes de Green obtém-se a solucdo do problema direto proposto, como mostra a Eq. 2.
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2.2 Aplicacio de Inferéncia Bayesiana para estimativa de parametros termofisicos

A Inferéncia Bayesiana ¢ utilizada para estimar a difusividade e a condutividade térmica, usando a modelagem do
problema de transferéncia de calor obtido a partir das Fungdes de Green, conforme apresentado no capitulo 3 deste
trabalho. A Inferéncia Bayesiana é baseada nos seguintes principios: a) Todas as variaveis incluidas no modelo sdo
consideradas variaveis aleatorias; b) A aleatoriedade destas varidaveis descreve o grau de informagdo sobre as suas
realizagées; c) O grau de informagdo relativa a estes valores é codificado em termo de Fung¢bes Densidade de
Probabilidade (PDFs); d) A solugdo do problema inverso é a distribui¢do de probabilidade posterior. Logo, o Teorema
de Bayes que relaciona os dados experimentais das temperaturas medidas Y de pardmetros desconhecidos X pode ser
descrito como:

P(Y|X)P(X
pxin = S @)

Onde P (X|Y) ¢ a densidade de probabilidade a posteriori, P(Y|X) ¢ a fung@o de verossimilhanga, P(Y) € a constante de
normalizagdo, ou densidade de probabilidade marginal das medidas e P(X) ¢ distribui¢do a priori, ou densidade de
probabilidade a priori, geralmente sendo uma informagéao subjetiva.

O termo P(Y|X) representa a probabilidade de obter Y para um valor assumido de X, podendo ser obtido a partir de
uma solugo do problema direto e convertido para uma PDF. A informagdo de P(X) € incorporada na analise mediante
conhecimento dos parametros de interesse. No presente trabalho, o pardmetro X sera a difusividade térmica e a
condutividade térmica, a serem estimadas de modo sequencial e simultaneo.

Neste trabalho, a inferéncia bayesiana ¢ empregada para que as temperaturas obtidas experimentalmente e a
distribui¢do de temperatura simulada — para diferentes valores de propriedades — sejam as mais proximas possiveis. As
hipoteses estatisticas para as estimativas de maxima verossimilhanga levam em consideragéo erros de medidas (Yyeqiqo =
Ysimuiado T €) ndo-correlacionados, com distribui¢do normal ou gaussiana, média zero e desvio padrdo constante g.

Sendo P(Y) uma constante de normalizagdo, a fung¢do de densidade de probabilidade a posteriori pode ser escrita
como sendo proporcional ao produto da verossimilhanga e da distribuicao a priori:

1
P(X|Y) = mP(Y|X)P(X) < P(Y|X)P(X) (4)

Considerando que os dados de temperatura s3o varidveis independentes e identicamente distribuidos, a
verossimilhanga de uma distribuicdo Normal pode ser escrita como:

P(Y|X) =

T
(v —Tx) (v - T(X))) (5)

V2mo? exp( 202

Onde T(X) ¢ a temperatura calculada em fung¢do dos pardmetros a serem estimados, de forma analitica, Y tem dimensio
das n medidas disponiveis € g2 é a variancia das medidas experimentas Y. A equagdo anterior pode ser rearranjada:

1 x?
PY|X) = WWCP - (7) (6)
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Onde:

n 2
)(2 _ z <(Ymedido,i _O—Zsimulado,i) ) (5)

i=1

Na Equacdo 7, a varidvel Y;muia40,; trata dos valores simulados de Y para um X assumido. E Y;;,04i40,; s80 os dados
de temperatura medidos. Para uma distribui¢do a priori uniforme, ou seja, P(X) ¢ igual a 1, a funcdo de densidade de
probabilidade a posteriori (FDPP) ¢ a propria PDF. Assim:

1 2
PUIY) = PYIX) = —exp - (%) ®)

O que ¢ semelhante a estimativa de minimos quadrados para o caso linear e ndo-linear. Mas a distribui¢do a priori

pode regularizar os problemas inversos mal postos significativamente, o que auxilia no processo de estimativa de
parametros. Para uma distribui¢do a priori normal P(f8) com pardmetros com média p,, € desvio padrdo oy, t€m-se:

exp (M> o)

P(B) = >

2
z 20y

Substituindo a Equagao (9) na Equagao (3) e sabendo que:
P) = [ POVIB). P (10)
A PPDF para uma distribuigdo gaussiana torna-se:

(2 (ﬁ_l‘p)z)
exp (2 + 207

fexp—(%z+M)dx

2
2 97

PBIY) = (11)

Nao ¢ necessario realizar o célculo do denominador da equacao anterior, j& que se trata de uma densidade marginal e
que a distribui¢do conjunta ndo estd disponivel em primeira instancia. Um estimador frequentemente utilizado ¢ o MAP
(Maximo a posteriori), e é calculado como:

Buap = argmax [P(B|Y)] (12)

Esse estimador permite identificar dentre os pardmetros ’s testados qual apresentou melhor concordancia entre a
temperatura experimental Y e a temperatura calculada a partir desses parametros.
Para dados discretos, a média e a variancia dos parametros estimados sdo calculados respectivamente, por:

Y Bi exp — (X; + M)

2
Zap

p= - > (13)
P eXp—<X7+—(B;:§’ 5
LGP en- (5 + )
% = . ) (14)
X “Hp
2 EXP—(7+W)

Com base no procedimento proposto neste estudo, S;, (8; = a e B; = k) é estimado aplicando o teorema de Bayes,
que também ¢ a solugdo para problemas de estimativa de parametros dados pelo estimador de maximo a posteriori. Deve-
se mencionar aqui que o estimador de maximo a posteriori se reduz ao estimador de maxima verossimilhanga dentro do
espago de parametros dado pela distribui¢do a priori uniforme.
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Apesar de sua similaridade, ¢ importante enfatizar a distingao entre estimadores classicos e bayesianos. Os primeiros
sdo estatisticos e, portanto, possuem uma distribui¢do amostral a partir da qual suas propriedades serdo estabelecidas. Os
estimadores bayesianos baseiam-se na distribui¢do a posteriori que é sempre condicional ao valor observado da amostra
e, portanto, suas propriedades baseiam-se na distribui¢do a posteriori, um objeto totalmente diferente. No entanto, podem
ser vistos como func¢des da amostra observada e, desta forma, comparados numericamente com a estimativa classica.

2.3 Aplicacio da raziao de temperaturas e inferéncia bayesiana para estimativa da difusividade térmica

Serao estimados simultaneamente da difusividade térmica e da condutividade térmica efetiva, para isso sera utilizado
o modelo X22Y22722. Primeiramente determina-se a difusividade térmica sem o conhecimento da condutividade térmica
e, posteriormente, a partir do conhecimento da difusividade térmica determina-se a condutividade térmica, a partir do
mesmo experimento.

Pelo fato que a difusividade térmica ser diretamente proporcional ao tempo de difusdo, ela é obtida avaliando-se a
temperatura em dois momentos distintos. A razdo da temperatura entre dois momentos diferentes, T (t,)/T(t,), ¢
proporcional a razdo da fungdo de Green nesses tempos, indicando que a razdo da temperatura ndo depende de
condutividade térmica, mas somente da difusividade térmica, como mostrado na equagdo Eq. (17).

Portanto, para 6(x, y, z, t) na localizagdo (x4, y;, Z;), no tempo t; é escrita como:

L

a (b
0(x1,¥1,21, 1) = Ef f
0 JIg

Similarmente, para 0 (x, y, z, t) na localizagdo (x5, V5, Z,), no tempo t, & escrita como:

2 Rz
f q" () G(x1,y1, 2, t11x",y", 2", T)dx'dz'dt (15)
Ry

L

a (b2
0(x2, Y2, 22, t3) = Ef f
0o Jig

Finalmente, obtém-se a razdo 0(xq, V1, 21, t1) /0 (X3, ¥4, 75, t5) por:

2 Rz
f q"'(0) G(x3, ¥, 25, t,|x",y', 2", T)dx'dz' dt (16)
Ry

t L R 171 P ! !
9(x1,y1,Z1, tl) _ follez lezq (T)G(xl‘yl'zl' tzlx Yz 'T)dx dz'dr
H(xZ' Y2, 22, t2) fotz fLLlZ f;;z q”(’[) G(XZ, V2,23, tzlx', y,; Z,, T)dx’dZ’dT

=f(®) (17)

A razdo da Eq. (17) ndo depende da condutividade térmica, mas somente da difusividade térmica. Assim, uma fungédo de
probabilidade com base na razdo das temperaturas da superficie em quaisquer dois momentos, 8(ry t;)/6(r t;), é usada
para estimar a difusividade térmica, e assumindo que os dados de temperatura sdo independentes e identicamente
distribuidos, a fungdo de verossimilhanga é:
(e(rl,tl,a) 3 y(rl,tl))z
exp|— 9(r2‘t2,a) Y(rzltz) (18)
(2ma?)1/2 202

P(aly) =

Com o valor da difusividade térmica calculado, estima-se o valor da condutividade térmica a partir da maximizagao
de uma nova fungdo de verossimilhanga, com base na fungdo erro quadratico das temperaturas teoricas e experimentais
da amostra, dado por:

(0(x, W,z t,k) — Y (x;, W, 7, f))z

P(k|Y) = GrnoD)iTE exp [ o2

(19)

Portanto, a funcdo de maxima verossimilhanga, dada pela Eq. (19), ¢ a condutividade térmica otima entre as
temperaturas tedricas e experimentais.

3. RESULTADOS

Foram realizados 40 experimentos para estimativa de difusividade térmica e condutividade térmica do fantoma. A
Figura 1 apresenta as medic¢des de fluxo de calor e aumento de temperatura realizadas nestes experimentos.



P. L. S.~Guimarées, S. E. Teixeira, J. A. Santos-JL’Jnior, V. S. Medeiros, G. Guimaraes, J. E{ Ferreira-Oliveira.
MEDICAO DE PROPRIEDADES TERMOFISICAS EM FANTOMAS UTILIZANDO INFERENCIA BAYESIANA

O fluxo de calor medido apresentou baixa dispersdo, uma vez que o desvio-padrdo médio foi menor que 5,0 %. As
medigdes de temperatura também foram bastante precisas, uma vez que o desvio-padrdo, no geral, foi menor que a
incerteza dos termopares (+ 0,15 K). O Critério de Chauvenet foi aplicado ao conjunto de dados experimentais, visando
identificar erros grosseiros, eventuais falhas ocorridas no procedimento experimental.

As estimativas de difusividade térmica e de condutividade térmica foram realizadas com base nas medi¢des de fluxo
de calor e temperatura. A razdo dos aumentos de temperatura e a inferéncia bayesiana foram aplicadas para estimar o a.
A condutividade térmica foi estimada pela inferéncia bayesiana, quando do conhecimento do a. Admite-se probabilidade
a priori uniforme para as duas propriedades termofisicas analisadas. Os intervalos adotados para valores randomicos para
difusividade térmica e condutividade térmica foram 102 a 10 m?s!' ¢ 102 a 10' Wm™'K"!, respectivamente. O niimero de
amostragens realizadas na inferéncia bayesiana foi de 128. A Figura 2 apresenta a fun¢@o densidade de probabilidade dos
valores randomicos de difusividade térmica e o Box-Plot da estimativa experimental desta propriedade termofisica. A
Figura 3 apresenta a PDF dos valores randdémicos da condutividade térmica e o Box-Plot do conjunto de dados desta
propriedade estimados experimentalmente.

A difusividade térmica estimada foi de (0,22 x 10°¢ = 12,51 %) m?s™!, com 95,45 % de confiabilidade e fator de
abrangéncia igual a 2,00. A condutividade térmica estimada foi de 0,42 Wm™'K-' + 2,63 %, com confianga de 95,45 % e
fator de abrangéncia 2,00.
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Figura 1. Medic¢des da bancada experimental 1D para fantomas: (a) Fluxo de calor imposto e (b) aumento de

temperatura.
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4. CONCLUSAO

As propriedades estimadas apresentaram baixa dispersdo, com desvios inferiores a 10 %, a um nivel de confianga de
95,45 % para um fator de abrangéncia igual a 2,00. Os valores estimados de a e k do fantoma apresentaram boa
concordancia com a literatura, com desvios absolutos inferiores a 10 % dos valores médios das respectivas propriedades.
Os testes Shapiro-Wilk e Kolmogorov-Smirinov foram aplicados para verificar a normalidade da distribui¢do dos
resultados experimentais de a e k. Portanto, a um nivel de 99 %, ambos os testes indicam que o conjunto de dados de a. e
k foram obtidos de uma PDF Normal. O comparativo entre as temperaturas teoricas e experimentais, considerando as
propriedades estimadas do meio, indicou boa aderéncia entre estas temperaturas, com desvios da ordem da incerteza de
medi¢ao dos termopares (£ 0.15 K), o que respalda a efetividade e a validade da técnica proposta.).
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