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Resumo. Os objetivos deste trabalho foram analisar e comparar os métodos da Funcao Especificada linear e ndo linear
em problemas inversos de transferéncia de calor, para a estimacdo de fluxos de calor. Para isso um experimento
controlado em laboratério foi desenvolvido utilizando uma amostra de metal duro. Além disso, um experimento simulado
usando dados sintéticos utilizando o programa COMSOL foi realizado para testar os métodos em problemas com
grandes variagOes de temperatura. As equagdes do método da Funcéo Especificada foram programadas no software
MATLAB, de modo que fosse possivel utilizar os dados experimentais para estimar o fluxo de calor. Ao final, concluiu-
se que os métodos apresentam boa confiabilidade se aplicados em situacfes favoraveis as suas especificidades, ao passo
que o método linear apresenta ser mais vantajoso em problemas com pequena variagdo de temperatura- e 0 método nao
linear apresenta melhor funcionamento em problemas com grande variagéo de temperatura.

Palavras chave: COMSOL. IHCP. Método da Funcéo Especificada. Transferéncia de Calor. MATLAB.

Abstract. The objectives of this study were to analyze and compare the methods of the Specified Function, both linear
and nonlinear, in inverse heat transfer problems, in heat flux estimation. For this purpose, a controlled laboratory
experiment was conducted using a tungsten carbide sample. Additionally, a simulated experiment using synthetic data
using the COMSOL software was performed to test the methods in problems with large temperature variations. The
equations of the Specified Function method were programmed in MATLAB so that the experimental data could be used
to estimate the heat flux. In the end, it was concluded that the methods demonstrate good reliability when applied in
conditions favorable to their specificities, with the linear method performing better in problems with small temperature
variations and the nonlinear method performing better in problems with large temperature variations.

Keywords: COMSOL. IHCP. Function Specification Method. Heat Transfer. MATLAB.

1. INTRODUCAO

A transferéncia de calor é um fendmeno essencial em diversas areas da engenharia e da ciéncia, sendo fundamental
para 0 desenvolvimento de sistemas eficientes de refrigeragdo, geracdo de energia, controle térmico e processos
industriais. O estudo da transferéncia de calor permite compreender como a energia térmica se propaga em diferentes
meios e sob distintas condi¢des, possibilitando a otimizacdo de equipamentos e a melhoria do desempenho térmico de
materiais e dispositivos.

Dentro desse contexto, os problemas inversos em transferéncia de calor surgem como uma abordagem crucial para a
determinacdo de pardmetros desconhecidos a partir de medic6es indiretas. Diferente dos problemas diretos, onde as
condicGes e propriedades térmicas sdo conhecidas e busca-se prever a distribuicdo de temperatura, 0s problemas inversos
envolvem a estimativa de fontes de calor, propriedades térmicas ou condi¢des de contorno a partir de dados experimentais.
Esses problemas sdo especialmente desafiadores devido a sua natureza mal posta, o que exige o uso de técnicas avangadas
de regularizacdo e métodos numéricos para obter solucGes estaveis e confiaveis.

Em transferéncia de calor, em geral, alguns parametros como a condutividade térmica e a difusividade térmica sdo
funcBes da temperatura, ou seja, variam de acordo com a temperatura. Quando essa variacao € levada em conta, € dito
que o problema é ndo-linear. Entretanto, em alguns casos, essa variacdo é desprezivel e os parametros podem ser
aproximados a uma constante, nesse caso o problema é chamado de linear.
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Em um contexto geral, a importancia do estudo de problemas inversos pode ser exemplificada pelo trabalho de Backus
e Gilbert (1967) na area da geofisica, onde foram pioneiros no desenvolvimento de métodos matematicos para estimar os
perfis de densidade no interior da Terra a partir de dados sismicos.

Outro ramo onde o estudo de problemas inversos se mostra de grande importancia, € a engenharia biomédica, com o
estudo da tomografia computadorizada. A tomografia computadorizada, baseia-se em determinar as estruturas internas
de locais onde ndo se faz possivel o acesso direto, por exemplo, 6rgéos do corpo humano, auxiliando na determinagao de
problemas de salde, como tumores e outras enfermidades. A tomografia, resumidamente, funciona com o
bombardeamento de radiacdo através de um objeto e na observacdo de como ela é atenuada ao atravessar o dominio. A
partir da atenuacdo da radiacéo, é possivel determinar as densidades que compdem os objetos e reconstruir uma imagem
da sua estrutura interna. Com o intuito de evitar o uso de radiacdo na reconstrucdo de imagens, novas técnicas de
problemas inversos aplicados a tomografia sugerem o uso de medicdes de corrente e tensdo na superficie de contorno de
um corpo para estimar as condutividades elétricas em seu interior. Uma vez que a condutividade térmica varia
consideravelmente ao longo de tecidos biolégicos, torna-se possivel uma reprodugdo do comportamento interno través da
tomografia por impedancia elétrica (Lionheart, et al., 2004).

Na engenharia mecénica, existem diversos exemplos de problemas inversos aplicados. Entre eles, a determinacéo do
formato geométrico de uma asa que produza uma distribuicdo de pressdo especifica. Nesse caso, uma geometria arbitraria
é admitida temporariamente e seus coeficientes de pressdo na superficie sdo calculados através das equacbes de Navier-
Stokes. Em sequéncia, utilizando métodos de problema inverso, sdo determinadas corregdes na geometria que geram um
novo perfil para a iteracdo seguinte, até que se chegue no perfil que produza a distribuicdo de pressdo desejada
(Matsushima e lwamiya, 1998).

Na transferéncia de calor, Ramos (2024), utilizou de técnicas de problemas inverso para estimar simultaneamente 0s
parametros que descrevem a condutividade térmica e o calor especifico em funcdo da temperatura de um ago inoxidavel
austenitico 304. A condutividade térmica (k) e o calor especifico (c) sdo propriedades térmicas que afetam conjuntamente
0 comportamento térmico de um material. Quando a temperatura muda, ambos os parametros variam. Estima-los
separadamente pode levar a erros sistematicos, pois um carregaria o erro do outro considerado constante, por exemplo. A
determinacdo desses valores corretamente é de suma importancia para a precisdo de modelos térmicos. A estimativa
simultanea permite ajustar melhor os modelos as observagBes reais, especialmente em casos ndo-lineares, onde as
propriedades mudam significativamente com a temperatura.

No processo de usinagem, em geral, procura-se prolongar a0 maximo a vida util da ferramenta de corte, visando
reduzir os custos de producdo. A vida Util da ferramenta esta diretamente relacionada a temperatura na superficie de corte,
no entanto, a temperatura na zona de corte é de dificil obtencdo. Santos, et al. (2014), por exemplo, contornaram tal
problema usando problemas inversos para estimar o fluxo de calor na superficie de corte da ferramenta em um processo
de usinagem. O fluxo de calor estimado, posteriormente foi utilizado para determinar o campo de temperaturas através
da solugéo de problema direto.

Ainda sobre transferéncia de calor, Silva et al. (2021) utilizaram o método de resolucéo de problemas inversos da
Funcdo Especificada N&o Linear para estimar o fluxo de calor em um processo de soldagem, uma vez que a estimagéo do
fluxo de calor nos processos de soldagem sdo um grande obstaculo na melhoria da eficiéncia térmica.

Neste trabalho, serdo tratados problemas inversos, com o objetivo de estimar os fluxos de calor submetidos em pegas
metalicas a partir de temperaturas medidas em pontos da sua geometria. Para a resolucdo desses problemas, os Métodos
da Funcdo Especificada Linear e Nao Linear, propostos por Woodybury (2003), serdo utilizados e comparados quanto a
suas vantagens e desvantagens.

Para isso, um experimento pratico foi realizado utilizando uma amostra de metal duro. Além disso, devido as
limitagBes experimentais para desenvolver um experimento com grandes variagdes de temperatura, um experimento
simulado foi desenvolvido utilizando o software COMSOL com o mesmo modelo do experimento do metal duro.

2. METODOLOGIA

De acordo com BECK, et al. (1985), uma das maneiras de tratar um Problema inverso de conducéo de calor é assumir
que o fluxo de calor em uma superficie tem a forma de uma funcdo com variagdo no tempo. Isso é chamado de Método
da Funcdo Especificada (MFE). Essa funcdo pode ser uma sequéncia de segmentos constantes, segmentos de reta ou
podem assumir muitas outras formas como parabolas, poténcias e exponenciais.

O MFE assume que o fluxo de calor possui a forma de uma funcdo desconhecida e computa a resposta do sistema
para diversos passos, ap0s isso, os valores computados sdo forgados a se igualar com os valores medidos
experimentalmente utilizando o Método dos Minimos Quadrados. Para problemas lineares, o Teorema de Duhamel pode
ser utilizado como base para resolver o problema inverso. No entanto, em problemas néo lineares, o Teorema de Duhamel
ndo pode ser utilizado. Deste modo, um método iterativo baseado no Método de Minimizacdo de Gauss deve ser utilizado
para resolver o problema inverso ndo linear (BECK, et al., 1985).

2.1. Método da Funcdo Especificada Sequencial
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O procedimento sequencial mais simples é assumir temporariamente que alguns fluxos de calor futuros sdo constantes
com o tempo. Os componentes do fluxo estimados, §1, g2, ..., ¢gm-1, S840 assumidos como conhecidos e o objetivo é estimar
qm. Para adicionar estabilidade aos algoritmos, os componentes do fluxo de calor, Qm, Qm+1, ..., Qm+r-1, SA0 assumidos
iguais, resultando na Eq. (1).

Am+1 = Qm+2 = = Qm4r-1 = dm (1)

Portanto r componentes futuros de fluxo de calor sdo temporariamente considerados iguais.

Se r=1, nenhuma informagcéo adicional é introduzida para um Unico sensor de temperatura e a temperatura calculada
corresponde exatamente com o valor medido a cada passo de tempo.

Para a estimacdo sequencial de gm usando as suposi¢fes da Eq. (1), modelagem para Tm, Tm+1, ..., Tm+r-1 SO
necessarias. As expressdes para essas temperaturas sdo dadas pela forma padréo da equacdo da temperatura. Para o fluxo
de calor constante assumido na Eq. (1) a forma padréo das temperaturas séo dadas pela Eq. (2).

T = mlqm=0 + $119m (23)
Thyr = Tmlqm=qm+1=0 + ¢20m (2b)
Tyro1 = Tmlqm= =Gmar1mo T brdm (2c)

onde, ¢; é o coeficiente de sensibilidade dado pela Eqg. (3).
¢; =T, 4¢: (3)

O procedimento dos minimos quadrados para estimar gm com as temperaturas medidas, Ym, Ym+1, ..., Ym+r-1, € dado
pela Eq. (4).

s = Nic1Wnyicr — TM+i-1)2
= Yic1(Ym4io1 — Tyti-11qg=0 — $iqm)? (4)

A Equacdo (4) é diferenciada com respeito a gm , igualada a 0 e 0 qwm € substituido por ¢wm, resultando na Eq. (5).

s i (Vmti-1—TM4i-1]g==0)Pi
u T ©

Desta forma, a Eq. (5) pode ser utilizada para estimar o fluxo.
2.2. Método da Funcdo Especificada para Problemas Inversos N&o Lineares

Nos casos onde a abordagem do problema seré feita de maneira ndo linear, como dito anteriormente, o Teorema de
Duhamel ndo pode ser aplicado. Deste modo, faz-se necessario a utilizacdo de um método iterativo.

Considerando um vetor T com n observacdes dependentes de um vetor B de pardmetros desconhecidos e tamanho p.
SeT = T|5 para 8 = b entdo o valor de T em B = b + Ab, é relacionado com g = b a partir da serie de Taylor mostrada
na Eq. (6).

aT >

T|B+AB=T|B+£5Ab (6)

O gradiente da Eqg. (6) é uma matriz de coeficientes de sensibilidade de tamanho n x p que é dada pela Eq. (7).

o om0
01 9B 9Bp
o7 o, o, T 0h
[Xs] =aal = | % @)
O 0Ty 9Ty

a1 0B T 3B,
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Supondo que existam Y valores de temperatura medidos experimentalmente, que correspondem a T, deve-se obter
valores de b de modo que os valores de T sejam os mais proximos possiveis de Y. Assim, é assumido que exista um
modelo numérico para o calculo de T para cada valor de b estimado.

O valor de ideal de b pode ser obtido utilizando a minimizagao da funcéo objetivo, dada pela Eg. (8).

S=F - DI{FY-T) 8
Substituindo T por T'|;, ,; na Eq. (8) obtém-se a Eq. (9).
S= (¥ - Tly — [Xs]ab)"(¥ - T|; — [X5]Ab) ©9)

Assim, deve-se encontrar um valor de Ab que torne S minimo. Para isso, a Eq. (9) ¢é derivada com relagdo a Ab e
igualada a 0, resultando na Eq. (10).

85 = (] 1) %] = T1) (10)

Na Equacdo (10) é calculado o incremento Ab para o parametro b para cada iteracdo no instante de tempo t. Conforme

Ab se aproxima de zero, considera-se que a convergéncia foi atingida para aquele tempo.

Utilizando o algoritmo gaussiano e o processo explicado anteriormente, o fluxo de calor desconhecido na regido de
contorno pode ser estimado para problemas néo lineares uni, bi e tridimensionais.

Assim como no método utilizado para problemas lineares, a estimacao sera feita apenas para um valor de fluxo g,
por vez correspondente ao tempo atual t,,. Para regularizar o método, novamente, medic¢Ges de temperatura futuras séo
utilizadas. Para isso, assume-se valores temporarios para 0s fluxos qu, qu+1, > Qu+r—1- Uma vez que o Unico pardmetro
B desconhecido é o fluxo de calor, tem-se p = 1, logo a matriz de sensibilidade [XB] se torna um vetor )_(q. Deste modo,

o produto [Xq]T[Xq] é um escalar, que pode ser calculado pela Eq. (11).

T r 0T 2 r
[Xq] [Xq] = Zr=a (#) = Xn=1Xan (11)
Por fim, substituindo a Eq. (11) na Eq. (10), tem-se a Eq. (12).

Aqy = Zh=1Xqn(Yn-Tn) (12)

2
h=1 Xqn

A Equacdo (12) é muito parecida com a forma linear da Funcéo Especificada, no entanto a maneira de calcular )_(q e

T sdo diferentes, além de que o fluxo de calor g,, ndo € obtido de maneira instantanea.
O algoritmo utilizado para estimar o fluxo de calor em problemas néo lineares é:

(1) Entrar com um valor arbitrario para q,;

(2) Determinar uma tolerancia. Neste trabalho foi utilizado tol = 0,0001;

(3) Resolver o modelo matematico para obter as temperaturas Ta partir do fluxo q;

(4) Resolver as equacdes necessarias para determinar o valor )_(q;

(5) Utilizar a Eq. (10) para calcular uma correcéo Aq,ﬁ);

(6) Se Aqy < tol entdo o processo convergiu. Se ndo, entdo o valor de g,,€ atualizado:

@+ _ @ A @

Au ~ = 4qy +Aqy

(7) Retornar ao passo (3) até garantir a convergéncia do passo (6);

(8) Iniciar o algoritmo novamente para um novo passo de tempo

A convergéncia do passo (6) pode ser dificil de ser atingida. Para isso, um critério de parada é utilizado definido pela
Eqg. (13).

A
s < tol (13)

2.3. Procedimento Experimental
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Para testar os métodos, avaliar seus funcionamentos e comparar quanto as suas vantagens e desvantagens, um
experimento envolvendo uma amostra de metal duro foi desenvolvido. O experimento consistiu em submeter uma amostra
de metal duro, com dimensdes de 12,7 x 12,7 x 4,7 mm3, a um aquecedor resistivo com &rea de aquecimento de 10,4 x
10,4 mm?, de modo que a amostra de metal duro tivesse sua face superior apenas parcialmente submetida ao fluxo de
calor. Para obter um valor experimental do fluxo de calor, um transdutor de fluxo de calor foi posicionado entre a amostra
e 0 aquecedor. A montagem experimental pode ser vista na Fig. 1. A amostra estava sujeita a convec¢do com o ar em
todas suas faces, exceto na regido ocupada pelo aquecedor. Uma vez que o experimento simulado apresenta altas
temperaturas, seu coeficiente de transferéncia térmica convectiva deve ser consideravelmente alto. Com o intuito de
facilitar as modelagens, o coeficiente de transferéncia térmica convectiva h foi considerado igual a 20 W/m? °C em ambos
0s casos. Um termopar foi posicionado na coordenada (0,0095; 0,0035; 0,0047) m para obter a temperatura na posicao e
posteriormente estimar o fluxo, a taxa de aquisicao foi de 0,222 segundos.

Aquecedor Resistivo

Amostra

Figura 1. Montagem experimental do metal duro

Na simulacdo, as condi¢des de contorno experimentais foram reproduzidas. O modelo foi implementado no software
comercial COMSOL. Um fluxo de calor parabélico dado pela Eq. (14) foi aplicado. As temperaturas foram calculadas
pelo software e as temperaturas na posicéo (0,0095; 0,0035; 0,0047) m foram utilizadas para estimar o fluxo. A taxa de
aquisicéo utilizada foi de 1 segundo, de modo que

q(t) = —3,2t? + 800t 0<t<250 (14)
Os valores de condutividade térmica (k) e calor especifico (cp) para 0 método ndo linear foram retirados do trabalho de
Jiang, et al.; (2016) e tem seus valores estimados pelas Egs. (15) e (16). Ja para o método linear, esses valores foram
considerados constantes; calculados por essas equagdes com a pega em temperatura inicial de 29,2 °C, o que resultou em
k =54,96 W/m.K e ¢, = 211,92 J/kg, os valores foram considerados na temperatura inicial para demonstrar a influéncia
da variag8o desses pardmetros na estimacao.

k(T) = 2.23x1078T3 — 2.22x107°T? — 2.42x107%T + 55.67 20 < T <950 (15)

Cp(T) = 2.06x1077T3 — 3.81x107*T2 + 2.93x1071T + +203.7 20 < T <950 (16)
3. RESULTADOS

Os resultados obtidos de estimacdo de fluxo de calor utilizando os Métodos da Funcdo Especificada Linear e Nao
Linear, com essa Ultima também chamada de Método da Funcdo Especificada Sequencial Adaptada, para os experimentos
pratico e simulado serdo apresentados nessa sec¢ao.

3.1. Experimento Prético

Ap0s a realizacdo do experimento, os dados de temperatura obtidos pelo termopar foram computados. A temperatura
teve pouca variacdo, com a peca inicialmente a 29,2 °C e atingindo o valor maximo de 60,61 °C. As equa¢des do MFE
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Linear e N&o Linear foram programadas no software MATLAB, de modo que, utilizando as temperaturas obtidas, fosse
possivel fazer a estimagao do fluxo de calor durante o experimento. Para ambos os casos, foram utilizados 10 passos de
tempo futuros. Os valores estimados por ambos os métodos sdo comparados com o fluxo de calor medido pelo transdutor
e apresentados na Fig. 2 (a). Além disso, a diferenca entre os fluxos de calor estimados e o fluxo de calor medido sdo
apresentados na Fig. 2 (b).

4 Diferencgas
a5 %10 8000 — -
Fluxo Linear Di‘f:::::‘;E N;irinear
s Fluxo Experimental 6000 bl
Fluxo Néo Linear
4000
&
. £ 2000
E =3 e
=S 8 o M
2 :
=
o £ 2000 f
[m]
-4000
6000
0.5 - . ‘ : ‘ . -8000 : . : . : .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 2. (2) Fluxo experimental e Fluxos estimados pelo método linear e ndo linear para o experimento prético. (b)
Diferenga dos métodos linear e ndo linear para o fluxo de calor medido

O tempo de computacao para 0os métodos foram de 12 minutos para 0 método linear e 4 horas e 15 minutos para o
método ndo linear.

3.2 Experimento Simulado

O intuito do experimento simulado é avaliar a diferenca de precisdo entre os métodos linear e ndo linear em problemas
onde o fluxo de calor incidente consiga gerar grande variagdes de temperatura na amostra, visto que com variacdes
significativas de temperatura, as propriedades térmicas sofrem mudancas mais perceptiveis. Diante disso, foi admitido
um fluxo de calor na simulagdo que causava uma consideravel variacdo da temperatura, com a peca inicialmente a 29,2
°C e atingindo o valor méximo de 175,56 °C.

Para tornar as temperaturas calculadas pelo programa COMSOL mais préximas de uma temperatura experimental,
erros aleatorios no intervalo de [-0,5;0,5] °C foram adicionados ao longo das temperaturas, simulando o ruido
experimental de medi¢des. A temperatura sem os erros adicionados € apresentada na Fig. 3 (a), juntamente da temperatura
com os erros adicionados. Para facilitar a visualizagdo dos efeitos do erro adicionado, a Fig. 3 (b) apresenta uma ampliacéo
do gréafico no intervalo de 221 a 232.

Temperatura simulada Temperatura simulada

2001 W Temperatura sem erros aleatorios Temperatura sem erros aleatarios
s Temperatura com erros sleatarios 78T Temperatura com erros aleatorios
180
77T
160
g 140 (c__) 176
@ © T P — ———
5120 2 1sf e I
o] el
@ @
E— 100 =
& g 174
80 =
60 - 1731
40 1w2r
20t L L L L L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 222 224 226 228 230 232

Tempo(s) Tempo(s)
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Figura 3. (a) Temperaturas sem erro adicionado e com erro adicionado. (b) Ampliacdo do grafico de temperaturas
sem erro adicionado e com erro adicionado

Essas temperaturas artificiais assumidas como experimentais, aplicado o conceito de problema inverso, foram
comparadas as temperaturas estimadas pelo COMSOL, tendo entdo fluxos de calor distintos estimados com a MFE Linear
e Néo Linear.

Para esse caso, devido ao maior nimero de medicGes de temperatura, utilizou-se 20 passos de tempo futuros. Os
valores dos fluxos estimados sdo apresentados na Fig. 4 (a), e eles estdo indicados juntamente com o fluxo de calor usado
(“Fluxo simulado™) para a criagdo das temperaturas anteriores. Além disso as diferencas entre fluxo simulado e os fluxos
estimados s&o apresentadas na Fig. 4 (b).

N Diferengas
6 <10 Fluxos %10 i G
m—— [|ux0 Linear === Diferenca Linear
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Figura 4. (a) Fluxo experimental e Fluxos estimados pelo método linear e ndo linear para o experimento simulado.
(b) Diferengas dos métodos linear e ndo linear para o0 experimento pratico

O tempo computacional para os métodos foram de 4 minutos para 0 método linear e 1 hora e 36 minutos para o
método ndo linear.

4. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou duas andlises para avaliar e comparar os Métodos da Funcdo Especificada Linear e N&o
Linear na estimacdo de fluxos de calor. Sendo esses programados no MATLAB e aplicados com a ajuda do programa
COMSOL.

Com os resultados, é possivel afirmar, em geral, que o MFE apresenta boa confiabilidade, no entanto algumas
ressalvas devem ser feitas em relacBes as abordagens lineares e ndo lineares.

A abordagem linear do MFE apresenta menor exigéncia computacional, tornando seu uso mais facil e rapido.
Entretanto, em aplicacBes onde a amostra apresenta grande variacdo de temperatura suas estimacgdes perdem preciséo,
uma vez que as propriedades térmicas do material estudado sofrem grandes variagoes.

Por outro lado, a abordagem ndo linear apresenta alta exigéncia computacional, visto que € utilizado um método
iterativo na estimagdo. Além disso, exige um estudo dos materiais envolvidos para boa representacdo das propriedades
térmicas variando com a temperatura- Todavia, essa abordagem entrega estimac6es mais alinhadas com a realidade.

Ao final, conclui-se que 0s experimentos préticos e simulados corroboraram a adequacdo dos métodos para a
estimacao de fluxo de calor.
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