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Resumo. O presente artigo apresenta uma introdugdo diddtica ao Método dos Elementos Finitos. O foco do estudo é
a solugcdo de Equagées Diferenciais Lineares Gerais de Segunda Ordem. Tais equacoes modelam diversos fenémenos
fisicos importantes, como deflexoes de cabos, deformacoes de barras, condugdo de calor com termo convectivo, eletro-
estdtica, etc. Para atingir tal objetivo, foi iniciado o estudo do MEF e a implementacdo computacional das formulagées
utilizando a linguagem MATLAB. Diversas simulagcdes foram realizadas, com variagdes nas configuracoes do problema
e nos niveis de discretizacdo da malha, permitindo avaliar a influéncia desses fatores nos resultados obtidos. As solucdes
aproximadas foram organizadas em grdficos e tabelas, viabilizando a comparagdo com resultados analiticos e a andlise
da convergéncia do método.

Palavras chave: Método dos Elementos Finitos. Equagdo Diferencial Linear de Segunda Ordem. Modelagem estrutural.
Simulagdo numérica.

Abstract. This paper presents a didactic introduction to the Finite Element Method (FEM), with a focus on solving general
second-order linear differential equations. These equations model a variety of important physical phenomena, such as
cable deflections, bar deformations, heat conduction with convective terms, electrostatics, and others. To achieve this
goal, the study of FEM was initiated along with the computational implementation of its formulations using the MATLAB
language. Several simulations were performed, varying the problem configurations and the mesh discretization levels,
which allowed for the assessment of their influence on the obtained results. The approximate solutions were organized
into graphs and tables, enabling comparisons with analytical results and analysis of the method’s convergence behavior.

Keywords: Finite Element Method. Second-Order Linear Differential Equation. Structural Modeling. Numerical Simula-
tion.

1. INTRODUCAO
2. Introdugao

Equagoes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem modelam uma ampla variedade de fendmenos fisicos,
como vibracdes em sistemas mecanicos, condugdo de calor e distribuicdo de campos elétricos. No entanto, a obtencio
de solugdes analiticas €, por vezes, impraticdvel devido a complexidade das geometrias e das condicdes de contorno
envolvidas. Nesse cendrio, os métodos numéricos assumem papel fundamental.

Dentre eles, 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) destaca-se como uma técnica poderosa e versatil. Sua origem estd
associada a modelagem estrutural, mas atualmente é amplamente empregado em diferentes dreas da engenharia e ciéncias
aplicadas, como mecanica dos sélidos, transferéncia de calor, eletromagnetismo e dinamica dos fluidos. O MEF permite
dividir o dominio de interesse em subdominios menores (elementos finitos), nos quais séo aplicadas aproximacdes locais,
geralmente por fungdes polinomiais, resultando em um sistema global de equacdes a ser resolvido numericamente.

Entre suas principais vantagens estdo a capacidade de representar geometrias complexas, a flexibilidade no uso de
diferentes formas de elementos e a possibilidade de controlar a precisdo da solu¢do por meio do refinamento da malha.
Uma revisao histérica mais aprofundada sobre o desenvolvimento e a consolidagdo do MEF pode ser encontrada nas obras
de Zienkiewicz & Taylor e Bathe.

Este trabalho apresenta uma introdugdo didatica ao MEF, com foco na resolugdo de equacdes diferenciais lineares de
segunda ordem. A implementacdo computacional foi realizada em MATLAB, com simula¢des conduzidas para diferentes
configuracdes de malha e fun¢des de carga. Os resultados obtidos foram comparados com soluc¢des analiticas conheci-
das, permitindo avaliar a precisdo e a convergéncia do método. Com isso, evidencia-se a eficicia do MEF mesmo em
discretizagdes grosseiras, refor¢ando sua aplicabilidade na engenharia e nas ciéncias exatas.
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3. METODOLOGIA

O objetivo desta se¢do € apresentar o método utilizado para desenvolver a modelagem matematica e validar os concei-
tos tedricos por meio da aplicacdo computacional.
Nesta se¢do € apresentada a formulagdo do MEF através do Método dos Residuos Ponderados e da Formulagdo Fraca.

3.1 INTEGRAL PONDERADA E FORMULACAO FRACA
Considere o problema para solucio da equacao diferencial:

_ 4
dx

[a(m);hﬂ +cu(z) = f(z) para 0 <z <L (1)

para u(x) submetido as seguintes condi¢des de contorno:

d
u(0) = uo, (adz) lor = Q1 ®)

a(x) e f(x) sdo fungdes conhecidas da coordenada x; u e @y, sdo valores conhecidos; L é o tamanho de um dominio
unidimensional.

Quando os valores especificados sdo diferentes de zero (ug # 0 ou @, # 0), as condi¢des de contorno sdo ditas "ndo
homogéneas", e sdo "homogéneas"quando os valores sdo zero.

Suponha que buscamos uma aproximagéo de u(z) de forma

N
u(x) = Uy(z) = ¢;d;(x) + dolx) 3)
j=1
e determinar c; tal que Uy satisfaca a equagdo diferencial em (1). Substituindo, temos:

_4
dx

[a(a:)ddU;V} +cUn(x) = f(z) para0 <z < L 4)

Ja que o lado esquerdo da igualdade é uma aproximagao, ndo se pode esperar que seja igual ao lado direito. A diferenca

R(z,cj) = —% [a(m)CldeN} +cu(z) — f(z) #0 para0 <z < L %)

é chamada de residual da aproximag¢ado na equagao diferencial. Qualquer método aproximado procura um conjunto de
N equagdes dentre as c; que fazem R zerar.
Outro método para determinar c; € fazer com que R desapareca em um sentido "ponderado-residual":

L
/ wi(x)R(z,¢;)dr =0 (i=1,2..,N) (6)
0

em que w;(x) é um conjunto de fungdes linearmente independentes, chamadas funcdes ponderadas, as quais podem
ser diferentes das fun¢des de aproximagio ¢;(x). Quando estas sdo as mesmas para w(x), temos o método de Galerkin.

Aqui, movemos todos os termos de uma equacio diferencial para um unico lado, de forma que seja igualado a zero,
multiplicamos a equagdo por uma fungio peso w(x) e depois integramos no dominio 2 = (0, L) do problema:

L
0 :/0 w [—CZ: (aﬁ) + cu(z) — f} dx (7)

Voltando para a forma integral em (7), integrando o primeiro termo por partes, obtemos a chamada formulagio fraca
do problema:
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_ ./OL {w {;; (aflzﬂ warcu(x)} de + weu(z) .
() o ]

As varidveis dependentes do problema u(x) sdo chamadas varidveis primdrias (VP). Sua especificagdo constitui as
condicoes de contorno essenciais (CCE).

As varidveis secunddrias, que aparecem no contorno [0, L] ao se executar a integra¢do por partes, sempre terdo signifi-
cado fisico e sdo, comumente, quantidades de interesse. Nos casos de problemas de transferéncia de calor, a VS representa
o calor, Q, a qual pode ser denotada por:

Q= <adu) Ny ©)]
T

Em que n, € o cosseno entre o eixo positivo de x e o eixo normal & condi¢do de contorno.

0

3.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O modelo de elemento finito pode ser desenvolvido utilizando a forma fraca das equagdes governantes de um elemento.
Tomando uma aproximagcéo de u(x) dada por:

u(z) ~ Un(z) = c;d;(x), (10)

sendo necessdrio satisfazer as condi¢des de contorno do problema.
Para conectar essas solucdes, € exigido que a solucdo seja continua nos pontos em comum entre os elementos (nos).
Dependendo do grau do polindmio de aproximagao utilizado, nés adicionais podem ser identificados dentro do elemento.
Como a forma fraca sobre um elemento é equivalente a equacdo diferencial e as condi¢des naturais de contorno, a
solugdo aproximada u(z) deve satisfazer:

e

U;

(Ta) =ug e uj(wy) = up. (11)
Utilizamos polindmios algébricos para aproximar a solugdo por duas razdes:

* A interpolacdo facilita a derivacao sistemdtica das fungdes de aproximacao.

¢ A integracdo numérica de polindmios algébricos é simples.

O modelo de elementos finitos pode ser desenvolvido para um grau arbitrério de interpolagdo:
um = usyS(a) (12)
j=1

onde ¢% sdo as fungdes de interpolagdo de Lagrange de grau n — 1. Paran > 2, em que a forma fraca da equag@o deve
ser modificada para incluir varidveis secunddrias ndo nulas, se houver, nos nés interiores.
A integracdo por partes no processo do desenvolvimento da forma fraca para um elemento com ndés interiores é

realizada nos intervalos (x5, z$), (x5, 25), ..., (z¢_q,2%):

! i1 dw du du %
OZZ{/xg (adxdx—i-cwu—wf> dx — [w(m)adx} )

i=1 e
/;n (ai;;}jz+cwuwf) dx (1
—w(z])Q] —w(xg)Q5 — - — w(a})Qy,
Onde x‘f* e xf+ denotam os lados esquerdo e direito, respectivamente, do né i, e:
zet
Qf:[_aﬁh’ Qiz[ ajﬂ Qi=[a3ﬂ (14)
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Assim, Q)f, parai = 2,3,...,n — 1, denota o salto no valor da varidvel secunddria ao passar do lado esquerdo para o
lado direito do ¢-ésimo nd. Esse valor € zero se nenhuma fonte externa for aplicada ao né. Assim, para um elemento com
n nos, a forma fraca torna-se:

n

dwd o
O:/ma [ dwdu—&—cwu}da:—/% wfdx—Zw(a:i)Qf (15)

i=1

Em seguida, desenvolvemos o modelo de elemento finito, entdo substituimos (12) por u e w = 95, w = ¥;, ¥; = Y,
na forma fraca (15) para obter n equacdes algébricas da forma:

oz/% [ ddd;nd (Z ;wj(x))ﬂwn(iu;%(x)ﬂdx

(16)
- ¢nf - Z w(xn)Q]e
j=1
A 1-ésima equagdo do sistema de n equagdes pode ser escrita como:
O_ZKfJu]— —-Q (i=1,2,...,n) (17)
em que
Ty dwe e
Ke _ ] e
[ (G evtus) e
Ta (18)

/ fut de

Para o caso de interpolacao linear com elementos finitos de dois nds obtemos:

e ae | 1 -1 cehe [2 1 e fehe 1
ctll A2 Y -

em que a. pode assumir diversos valores, dependendo do problema em que ele estd sendo usado. Ele pode assumir
o valor de AE (em que A € a drea da se¢fo transversal da barra e / é o médulo de elasticidade) para casos de barras, k
(coeficiente de condutividade térmica) para problemas de conducio térmica, € (constante dielétrica) para caso de eletro-
estdtica, dentre muitos outros fisicos que podem assumir esta forma. Em casos de problema de condugao de calor, o termo
c. pode assumir a fun¢@o do termo convectivo de calor

4. RESULTADOS

Nesta se¢do, sdo apresentados os resultados obtidos por meio da implementagdo do Método dos Elementos Finitos
(MEF) em ambiente MATLAB, conforme descrito na metodologia. Foram simulados diferentes casos de equacgdes di-
ferenciais com condi¢des de contorno variadas, com o objetivo de validar o c6digo desenvolvido, comparar as solucdes
aproximadas com as solugdes analiticas conhecidas e analisar o comportamento da malha conforme o refinamento dos
elementos.

4.1 EQUACAO BASE

d*u 9
—— —u+2°=0, para O0<z<l1 (20)
dx?
com as condigdes de contorno u(0) = 0 e u(1) = 0 e coeficientes a = 1, ¢ = —1 e f(x) = —a?. Abaixo, na Fig. 1,
estd uma imagem da representacdo da malha do problema apresentado.
Sabendo disso, conseguimos determinar a matriz de rigidez e o vetor forca:
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z=0 T =1

u=10 Uy Uy Uz u=

Figura 1. Representacdo da Malha e Condicdes de Contorno

LR R B A i
wy = {1}

em que x.,,, ¢ a posi¢cdo média do elemento, dado por
Com as equagdes necessdrias determinadas, passamos para a implementacdo computacional e andlise dos resultados:

(21)
TitTita
—
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Figura 6. Solugdo analitica para derivada de u(z) para 4 Figura 7. Solug¢do analitica para derivada de u(z) para 10
pontos pontos

As Figs. 2, 3, 4 ¢ 5 representam a solugio da equagdo u(x) para uma malha com quatro, dez, cem e mil elementos,
respectivamente. Podemos ver a precisdo do MEF ao analisar o formato da curva na figura 2. Mesmo com poucos pontos,
ela tem a forma similar a solucdo exata, o que fica muito préximo da soluc¢io obtida na figura 5.

O cédigo também é capaz de determinar o gréfico da derivada de u(z) e de encontrar as varidveis secunddrias, como
mostram as Figs. 6, 7, 8 e 9, para quatro, dez, cem e mil pontos, respectivamente, contudo, a convergéncia para estas
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Grafico da Derivada de u(x) Grafico da Derivada de u(x)
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Coordenada x Coordenada x

Figura 8. Solugdo analitica para derivada de u(z) para 100 Figura 9. Solu¢do analitica para derivada de u(x) para
pontos 1000 pontos

varidveis € mais dispendiosa, ja que para este cdlculo € necessdrio realizar o cdlculo de derivadas da solucao, que possuem
menor regularidade e convergéncia.
A Tab 1 mostra a comparagao entre a solugdo exata e pelo MEF com valores da malha variando:

Tabela 1. Valores numéricos da solucéo u(x) obtidos com MEF e solugdo exata

Solucdo para u(x)

X 4 50 1000 Exata

0 0 0 0 0
0.0625 0.059431 0.059823  0.059817  0.0598
0.125 0.11886 0.11923 0.11922 0.1192
0.1875 0.17829 0.17752 0.17753 0.1775
0.25 0.23772 0.23372 0.23374 0.2337
0.3125 0.2814 0.28654 0.28657 0.2866
0.375 0.32507 0.33442 0.33445 0.3345
0.4375 0.36874 0.37549 0.3755 0.3755
0.5 0.41242 0.40762 0.40759 0.4076
0.5625 0.40864 0.42825 0.4283 0.4283
0.625 0.40486 0.43482 0.43495 0.4350
0.6875 0.40108 0.42441 0.42463 0.4246
0.75 0.3973 0.39388 0.39417 0.3942
0.8125 0.29797 0.33986 0.34017 0.3402
0.875 0.19865 0.25876 0.25904 0.2590
0.9375 0.099325 0.14679 0.14698 0.1470

1 0 0 0 0

4.2 ALTERACAO NA FORCA
Além desta aplicagdo, foram feitos varias outras simula¢des com diferencas em relagdo as condi¢des de contorno ou

na prépria equacio diferencial, dentre eles, temos o exercicio que busca a aproximagdo para a equagdo diferencial (22) e
pede para que seja feita a comparacdo com a solucdo exata (23):

du cos(mx)
T T
dz? ’ (22)
0<z<l1l w0)=0,u(l)=0
1
u(z) = — [cos(mx) + 22 — 1] (23)
T
Neste exemplo, teremos uma mudanga no termo de rigidez e na forca:
171 -1
[KS] = he |:_1 1 :|
(24)

he (1
{F.} = COS(TFCEm)?e {1}
Com isso, foram feitas as alteracdes no codigo ja existente para que ele conseguisse resolver o problema atual. Em
seguida, foram gerados os grificos para malhas com diferentes nimeros de elementos:
As Figs. 10, 11, 12 e 13 explicitam como o nimero de elementos de uma malha afetam a diferenga na solugdo do
problema.
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Figura 10. Solugdo u(x) para 3 pontos

Solugao linear para 50 elementos
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Figura 12. Solugdo u(x) para 50 pontos

5. CONCLUSAO
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Solugao linear para 10 elementos
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Figura 11. Solugdo u(x) para 10 pontos

Solugao linear para 100 elementos
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Figura 13. Solug@o u(x) para 100 pontos

O presente trabalho permitiu a andlise do comportamento de Equagdes Lineares Diferenciais Ordindrias Gerais de
Segunda Ordem por meio do Método dos Elementos Finitos. A implementa¢do computacional no MATLAB possibilitou
a comprovacao da eficicia do MEF e, através do refino de uma malha, foi possivel observar a convergéncia da aproximacao

feita com o ele para a solucdo exata.
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