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Resumo. O objetivo do trabalho é obter uma compreensdo mais aprofundada do Método dos Elementos Finitos, com uma
aplicagcdo em vigas de Timoshenko. O trabalho envolveu o estudo da teoria de elementos finitos da viga de Timoshenko
com uma andlise dos seus pontos fortes e fracos através da comparagdo da solugdo numérica com exemplos analiticos.
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Abstract. The objective of this work is to gain a deeper understanding of the Finite Element Method, with an application
to the Timoshenko beam. The study focused on the finite element theory of Timoshenko beams, analyzing its strengths and
weaknesses through the comparison of numerical solutions with analytical examples.
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1. Introducio

Este trabalho tem como objetivo a aplicagdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) na andlise estrutural, com um
nivel de profundidade superior abordado na graduacdo em Engenharia Mecanica na Unicamp. O MEF ¢ uma ferramenta
fundamental na engenharia moderna, permitindo a resolu¢cdo numérica de problemas complexos que nao admitem solu-
¢oes analiticas.

O trabalho foi baseado nos principios de energia, com &nfase especial no Principio do Trabalho Virtual, que serve como
base para a formulagdo variacional do MEF. Essa abordagem fornece maior generalidade e flexibilidade na modelagem
de diferentes sistemas estruturais, além de ser essencial para o desenvolvimento de formulacdes mais sofisticadas.

A viga de Timoshenko é o objetivo central do presente artigo. Tal viga representa um avango em considereacio a
cinemdtica simples da viga de Euler-Bernoulli (vigas finas). Vigas de Timoshenko s@o tteis na modelagem de vigas
espessas e também sao bem sucedidas para o caso de vigas finas.

Para a viga de Timoshenko, foi implementado um cédigo computacional em MATLAB. O cédigo foi testado em exem-
plos com solugdes analiticas conhecidas, a fim de verificar sua precisdo e validar a metodologia numérica. A comparacgio
entre os resultados numéricos e analiticos permitiu avaliar o erro.

O estudo foi baseado nos livros (O. C. Zienkiewicz, |1976) e (Wang. C. M., [2000). Foram lidos capitulos introdutdrios
de conceitos basicos do método, andlise matricial padrio, teoria de barras, requisitos para a solucdo numérica, viga de
Euler-Bernoulli e viga de Timoshenko.

2. Metodologia
2.1 Principio do Trabalho Virtual

Considere uma estrutura que ndo possui movimento de corpo rigido e que esta sujeita a forcas generalizadas @Q);. O
estado de tensdo de um ponto arbitrdrio € determinado pelo tensor de tensdes o;;.

A estrutura deformada pelas forcas € sujeita em seguida a um outro carregamento que produz deformagdes virtuais
que ndo violam nenhum condi¢@o de contorno cinematica (distor¢ao virtual).

O principio do trabalho virtual diz que se uma estrutura permanece em equilibrio durante a distor¢ao virtual, o trabalho
virtual externo §W feito pelas forgas externas (); € igual ao trabalho virtual interno ¢U feito pelas tensdes internas o;;. O
contrario também ¢ vélido: se )W = JU para uma distor¢ao virtual arbitrdria, o corpo estd em equilibrio.

2.2 Viga de Timoshenko

Uma grandeza caracteristica importante no estudo de vigas é a razdo de esbeltez \. Esse nimero é a razao entre o
comprimento e a altura da viga: A = L/H. Para vigas finas, onde A\ > 100, a formulacéo tradicional de Euler-Bernoulli é
muito boa, mas para as vigas mais grossas, o erro da teoria aumenta consideravelmente devido ao efeito do cisalhamento.

Para esses casos (A ~ 10), é aconselhavel utilizar a viga de Timoshenko, que leva em conta os efeitos cisalhantes.



Felipe Baptista Tavares e Prof. Dr. Carlos Henrique Daros
Andlise de vigas laminadas de Timoshenko com o MEF

Além disso, para as vigas feitas de materiais compdsitos isso também vale, pois o cisalhamento transversal estd presente
mesmo para uma razdo de esbeltez alta.

As hipéteses cinematicas bésicas de Timoshenko sdo: 1) A deflexdo vertical w dos pontos da sec¢@o transversal sdo
pequenos e iguais a deflexdo do eixo da viga; 2) O deslocamento lateral v € zero; 3) Secdes transversais normais ao eixo
da viga antes da deformacao permanecem planos, mas ndo necessariamente ortogonais ao eixo da viga.

O efeito da terceira hipdtese é o que faz a viga de Timoshenko mais adequada para vigas grossas em relacdo a de
Euler-Bernoulli, pois esta considera que a se¢do transversal permanece ortogonal ao eixo da viga, sendo que ocorre uma
distorcao na secdo na realidade.

A figura [T mostra a diferenga da angulagdo das se¢des transversais. A secdo transversal perpendicular ao eixo € a
considerada na viga de Euler-Bernoulli e a em vermelho € a de Timoshenko, que considera a rotag@o adicional devido aos
efeitos do cisalhamento. A figura[2]amplia as se¢des transversais e mostra como sao as referéncias dos angulos:

Viga ndo
deformada

Viga deformada

Eixo da viga

Secao transversal
média de Timoshenko

Segdo transversal
perpendicular

Figura 1. Esquema da cinemadtica da viga

Theta N

Inclinagdo do
eixo da viga

~,
x

Figura 2. Cinematica da viga de Timoshenko

Os deslocamentos possiveis em um ponto s@o u, na direcdo do eixo x e w, na direcio do eixo z. A rotacdo da se¢do
transversal 6 é:

dw
L m

%‘C’ ¢ a inclinacgdo do eixo da viga e ¢ é uma rotacdo adicional devido a distorcdo média da segdo transversal. A

deformag@o normal €, e a deformag@o de cisalhamento ~y,, sdo obtidas a seguir:
du do dw n du dw

= — = —Z— = — _— = — —
dx de’ T dr T dz T da

A tensdo normal o, e de cisalhamento 7., em um ponto da secdo transversal da viga estdo relacionadas as deformagoes
correspondentes por:

6=—¢ 2

Ex
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ax:Eag;:—zEd—e; Tor = GVer =G d—w—H 3)
dx dzx

E é o mddulo de Young do material e G € o médulo de cisalhamento transversal. O momento fletor M e forca de
cisalhamento Q sdo definidos como:

M= [ codn; Q= [ rda )
A A
Substituindo a expressao das tensdes e simplificando, obtém-se:
- do . .
M:Dbdisz’%y Q:G'yxz &)
x

Dy, e G sdo pardmetros constitutivos integrados na secéo, sendo também chamados de resultantes ou generalizados. Para
materiais homogéneos:

ﬁb:/EszA:Ely e C::/GdA:GA (6)
A A

I, € o momento de inércia em relac@o ao eixo neutro e A € a drea da segdo tranversal. x = g—z_ ¢ a deformacdo de
flexdo. k e 7y, sdo as deformacdes generalizadas, quantidades relacionadas com a se¢do que dependem apenas de X.

A tensdo de cisalhamento é constante ao longo da espessura, o que conflita com a distribui¢o real, quadratica, para
uma viga retangular.

Este problema pode ser resolvido modificando a energia interna dissipada pelas tensdes de cisalhamento constantes

no PTV para corresponder a energia exata deduzida da teoria de vigas.
Tez = kz G’sz (7

O parimetro de corregdo de cisalhamento &, (k. < 1) leva em conta a distor¢do da sec¢@o transversal. Para materiais
homogéneos:

Q=k,GA~,., entio D, = GAk,. (8)

O PTV geral para uma viga de Timoshenko considera cargas distribuidas f, e m, além de i cargas pontuais P; e j
momentos concentrados M’

L
/ (5200 + 67usTas) AV = / (Owf. + 30m) dz + 3 duw, Py + 3 60, ©)
v 0 - F

O lado esquerdo da igualdade representa o trabalho virtual interno feito pelas tensdes reais. O lado direito mostra o
trabalho virtual externo feito pelas cargas distribuidas e forgas pontuais.
A equacdo pode ser modificada e chegamos no PTV em termos das integrais no eixo da viga:

L de L .
/0 {6 <dm> M + 5’me] dr = /O (dwf, + 66m) dx + ;&uipi + ;(sﬂij (10)

A primeira integral € o trabalho virtual interno induzido pelo momento fletor M e pela forca de cisalhamento trans-
versal Q. A equacdo mostra que o PTV involve apenas primeiras derivadas da deflexdo e da rota¢@o, entdo requer apenas
continuidade C° para w e 6.

Continuidade C° significa que o campo de deslocamentos deve ser continuo, porém as derivadas dos deslocamentos
podem ser descontinuas.

2.3 Formulacao de elementos finitos

A viga ¢ discretizada em elementos de comprimento /(). O elemento e possui 2 nés (1 e 2), com numeragio global
i, j respectivamente. Cada n6 possui dois graus de liberdades associados, a deflexdo w; e rotagdo ;. O esquema estd
representado na figura[3]
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Figura 3. Elemento de 2 nds de Timoshenko

Devido aos seus requisitos de continuidade, a deflexdo e a rotacdo sdo varidveis independentes e cada uma € interpolada
usando fungdes de forma C° em termos da coordenada natural ¢:

w(&) = Nywy + Nawa;  0(§) = N1+ Naby; &= o (T — Te)

o an

1(¢) ¢ o comprimento do elemento e . é a coordenada do centro do elemento:

xr1 + T2

> 12)

l(e) =2 — X1 ; Te =

A transformag@o de coordenada entre x e £ mostra que £ varia de -1 a +1. As fungdes de forma sdo definidas como:

Ni=3(1-6 5 Np=3(1+6) (13)

Observe que quando & = —1, a fungdo Ny = 1e Ny = 0. Quando ¢ = +1, N; = 0e N = 1. Um valor de ¢ no
intervalo -1 a +1 resulta nas func¢des de forma tendo um valor entre O e 1.

Usa-se essa propriedade para interpolar o campo de deslocamentos em fun¢do dos deslocamentos nodais de maneira
linear.

Pode-se organizar os deslocamentos no vetor de deslocamento u:

2 ol )
= {Z)} — 5 Niay = N@al®);  al®) — { <e>} ;o = {2”} (14)
=1

N(® ¢ a matriz de fungdes de forma, a®) ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento e wy, 01, ws € 05 sdo as
deflexdes e rotacdes dos nds 1 e 2 respectivamente.
A deformacio de flexdo « e deformacdo de cisalhamento ~,, transversal sdo expressos em termos dos GDLs nodais:

dg  df d¢ dN, ng d¢ dw d§ . dNy dNy
_ Y _WE 0 20 S Y= — — 0 = — N160; + No0 15
ixdedr L@ "t e T dolag W g wel — (b4 Neby) (15)
E necessdrio interpolar a geometria do elemento para descobrir d§ . Isso € feito em termos das coordenadas dos dois
nds na forma isoparamétrica. Isso significa que 3 dE = l(%) .

Podemos escrever entdo na notagao matrlclal

do d
k=" =Bpa®; . =22 _9=B,a®

1
e P Ve = (16)
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— 1 17. _ —(1— —(14
By, = [0, ~ 75,0 7] 5 5_[_z<1e)7 5, &5, =G (17)

B, e B; sio, respectivamente, a matriz de deformacao de flexao e de cisalhamento.
Os campos de deslocamento e deformacao virtuais sdo expressos em termos das coordenadas nodais de maneira similar
ao que ja foi visto:

ou = Néa(e), ok = Bb(5a(e), 0Ver = B,dal® (18)

O momento fletor e forca de cisalhamento sdo obtidos a partir de [5}

M =DBpa® ., Q=D,B,al® (19)

M € constante enquanto Q tem distribuigdo linear ao longo do comprimento do elemento devido as respectivas matrizes
de deformacgdo By e Bg.
Adaptando a equac@o [0 para um elemento individual de Timoshenko, temos:

/ [6kM + §7,.Q] dx = / sul {i} dz + [6a®]Tq(® (20)
0) 1)

Ao substituir os esforgos internos e deslocamentos virtuais no PTV e fazer as simplificagdes, temos:

/ {BbTﬁbBb T BZDSBS] dz | al® — / N7 {f} dz = q© Q1)
1(e) I(e) m

Na forma compacta:
K®al _fgle) — q(E) (22)

K(©) ¢ a matriz de rigidez do elemento. q(® é o vetor de forcas nodais de equilibrio. O vetor de forgas nodais
equivalentes devido ao carregamento distribuido de f, e m é:

(e) f
£ =% com fl9 = / Ni{ Z}dx (23)
f ey UM

As forgas verticais e momento externos fornecem contribui¢des ndo acopladas ao vetor £(®). Isso ocorre pela inter-
polagdo independente de w e 6. Na viga de Euler-Bernoulli, por exemplo, a carga vertical induz momento nodal pela
interpolacdo C! da deflexio.

2.4 Travamento do cisalhamento
A integracdo numérica exata de Kl(f) requer um Unico ponto de Gauss, pois todos os termos sdo constantes no ele-
mento:

L]0 0 0 0

e _ [ Dv 0 1 0 -1

K" = ( l ) 0 0 0 0 (24)
0 -1 0 1

A integracdo exata de ng) requer dois pontos de Gauss, ja que aparecem termos quadraticos em & devido ao produto
N; N;. Para materiais homogéneos:

-\ () (&))2 (e) (£))2
D, L@t (D)
K{ = () R (25)
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O travamento do cisalhamento é um fendmeno que acontece com o elemento de 2 nés de Timoshenko com integragio
gaussiana exata e aproximacio linear de w e 6 . Para vigas grossas, a sua performance é adequada, porém conforme
A — 00, arigidez do elemento aumenta e os valores dos deslocamentos nodais diminuem excessivamente.

(e)

Um método popular para reduzir a influéncia da rigidez excessiva do cisalhamento é sub-integrar os termos de K
usando uma quadratura de uma ordem a menos que a exata. Kl()e) ainda € integrada exatamente.
A matriz de rigidez do elemento para uma integrac@o uniforme de Kl(f) e ng) é:

D, D, _ D, D,
] 2 N 2
© ) Dl 4 Dy D, Dil Dy
e) _ 4 1 2 4 T
K'¢ = - b b, (26)
] . 2
D.l | Dy
T T

Essa mudang¢a na matriz de rigidez introduz um erro na aproximacio do deslocamento. No entanto, a2 medida que
o nimero de elementos da malha aumenta, o erro cai consideravelmente. O elemento de viga de 2 nds com integracio

reduzida de ng) gera um elemento vélido para vigas finas e grossas. Para fazer a validacdo, foi feito um programa
computacional em Matlab.

3. Resultados
3.1 Exemplo com carga constante

O exemplo utilizado como comparagdo estd na figura [}

.

=

Figura 4. Viga com carga uniforme

E v k. | q|b
10 [ 025 [5/6 |11
Tabela 1. Valores numéricos utilizados (SI)

A solugdo analitica deste problema foi obtida a partir de (Wang. C. M.} 2000) e é:

qL?
24F1,

_aL®
2G Ak

@) = 52
Warl®) = o4F1,

(z — 2% + z%) — (T —7%); Oan(z) = (1 — 672 + 47°), i‘:% (27)
A solug@o numérica proposta anteriormente foi implementada e comparada com a solug@o analitica. A malha utilizada

¢é de 10 elementos.

Erro (em%) A=100 | A=10
Integracdo reduzida 1,59 1,56
Integracdo exata 97,1 25,6

Tabela 2. Erro relativo para A varidveis com 10 elementos - carga constante

Para testar a influéncia do nimero de elementos, foi usada uma outra malha, com 20 elementos, para a comparagao.

Por fim, para testar a capacidade do elemento de 2 nés com integragdo reduzida, foi imposto A = 1 para ver se a solu¢éo
numérica estd incorporando o cisalhamento desse caso. E importante salientar que essas condi¢des onde o comprimento
e altura sdo iguais ndo caracterizam propriamente uma viga, mas sim uma placa. Porém, para fins de validacédo, € um caso
atil. A figura[5|mostra a deflexdo da viga ao longo do comprimento para esse caso:
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Erro (em%) A=100 | A=10
Integracdo reduzida 0,40 0,39
Integracdo exata 89,3 3,34

Tabela 3. Erro relativo para A variaveis com 20 elementos - carga constante

ra
:
__./
Pk
i

ar N ]

Deflexéo w

0 ©01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
% (m)

Figura 5. Integragdo reduzida com A = 1
O erro obtido foi de 0,47%, o que é um indicativo de sucesso da simula¢do numérica.
3.2 Exemplo com carga senoidal
A viga utilizada e o valores das propriedades sdo os mesmos do exemplo 1. No entanto, a carga é q(x) = g sin(%%).

A solucdo analitica para este caso é:

_ qL? qL? .M _ qL? e
Wan(@) = (G + Gap 2 S )i banl@) = —ggeos(T)

(28)

A aproximagdo das forcas equivalentes ¢ feita de acordo com a equacdo 23] de modo que a carga senoidal em cada
elemento é aproximada como sendo linear para a realizacdo das integrais no elemento.
Similarmente ao exemplo 1, utilizam-se malhas de 10 e 20 elementos para cdlculo dos erros relativos na deflexio.

Erro (em%) A=100 | A=10
Integracdo reduzida 2,44 2,41
Integracdo exata 97,1 26,2

Tabela 4. Erro relativo para A varidveis com 10 elementos - carga senoidal

Erro (em%) A=100 | A=10
Integracdo reduzida 0,62 0,61
Integracdo exata 89,3 8,1

Tabela 5. Erro relativo para A varidveis com 20 elementos - carga senoidal
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4. Conclusao

Conclui-se que o elemento linear de Timoshenko com integracdo reduzida € adequado para vigas finas e grossas. Nao
h4 grande variac@o no erro relativo entre os dois casos. J4 a integracio exata fornece um erro grande para um problema
simples, com carga constante. Assim, ao utilizar a modelagem de elementos finitos linear de Timoshenko, deve-se optar
pela integracdo reduzida, que intrinsicamente adiciona um erro a solugdo, porém ele € baixo comparado ao travamento do
cisalhamento.
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