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Resumo. Os nanomateriais tém despertado o interesse da comunidade cientifica devido as suas excelentes propriedades
mecdnicas, elétricas, quimicas e térmicas, constituindo-se elementos fundamentais das nanoestruturas. Devido ao efeito
de nanoescala, a abordagem segundo a teoria da elasticidade cldssica (local) pode resultar em solucdes inadequadas
para alguns problemas. A literatura sobre sistemas de nanovigas conectadas por camada eldstica normalmente aborda o
tema considerando as hipoteses cinemdticas de Euler-Bernoulli, a qual desconsidera as deformagdes por cisalhamento, e
o0 modelo de camada eldstica de um pardmetro de Winkler, no qual as molas sdo consideradas mutuamente independentes.
Este trabalho tem por objetivo apresentar uma formulacdo baseada no método dos elementos finitos (MEF) para a andlise
da flexdo de sistemas de nanovigas duplas conectadas por camada eldstica de Pasternak utilizando a teoria ndo local
de Eringen associada a teoria de vigas de Timoshenko. A precisdo e a convergéncia da formulagdo baseada no MEF
apresentada sdo validadas mediante a comparagcdo com solugdes analiticas ou numéricas disponiveis na literatura.

Palavras chave: MEF. Nanovigas duplas. Pasternak. Timoshenko.

Abstract. Nanomaterials have attracted significant attention from the scientific community due to their unique mechanical,
electrical, chemical, and thermal properties, constituting the fundamental elements of nanostructures. Because of the
small-scale effect, classical (or local) elasticity theory may yield inadequate solutions for certain problems. In studies of
nanobeam systems elastically connected, the Euler-Bernoulli beam theory combined with the Winkler model is commonly
used. However, this approach neglects shear deformations and assumes mutually independent springs. This work presents
a finite element (FEM)-based formulation to analyze the bending behavior of double-nanobeam systems coupled by a
Pasternak elastic layer, incorporating Eringen’s nonlocal elasticity theory and Timoshenko beam theory. The accuracy
and convergence of the proposed FEM formulation are verified by comparing it with available analytical and numerical
solutions in the literature.
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1. INTRODUCAO

Estudos relacionados ao comportamento de sistemas de nanovigas multiplas elasticamente conectadas tém atraido con-
siderdvel atencdo da comunidade cientifica, devido as suas diversas aplicagdes na nanoengenharia. Dada a complexidade
frente a realizacdo de experimentos em escala nanométrica, abordagens como a simulag@o por dindmica molecular (DM)
e teorias do continuo adequadamente estabelecidas tém sido utilizadas por diversos pesquisadores. Contudo, a simulagio
por DM demanda um elevado custo computacional, limitando sua utilizacdo em casos praticos. J4 as teorias do continuo
ndo local, que levam em consideragdo o efeito de nanoescala, t€m se mostrado uma alternativa altamente atrativa. Entre
elas, destaca-se a teoria da elasticidade nao local proposta por Eringen (Eringen e Edelen, 1972; Eringen, 1983), que tem
sido amplamente empregada na andlise de nanoestruturas.

Entre os primeiros estudos a investigar sistemas de nanovigas duplas conectadas por meio eldstico utilizando a teoria
ndo local de Eringen destacam-se os trabalhos de Murmu e Adhikari (2010, 2011, 2012). Nesses trabalhos, a teoria ndo
local foi empregada para analisar frequéncias naturais e instabilidade em sistemas com extremidades simplesmente apoia-
das. Os autores constataram que os efeitos de nanoescala influenciam substancialmente tanto os modos de vibragdo quanto
a estabilidade do sistema, com maior impacto nas vibragdes em fase que nas fora de fase. Posteriormente, Stamenkovic¢
et al. (2016) examinaram a influéncia de campos magnéticos externos atuando axialmente em sistemas de duplas paredes
de nanotubos de carbono interligadas por camada eléstica, desenvolvendo solugdes analiticas para o cdlculo das frequén-
cias naturais, razdo de amplitude e resposta for¢ada em quatro distintos cendrios de excitacdo. Paralelamente, Rahmani
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et al. (2017a) dedicaram-se ao estudo da flambagem em sistemas de nanovigas compdsitas. A andlise de cargas moveis
nesses sistemas também recebeu consideravel atengdo, conforme demonstrado nos estudos de Simsek (2011), Hashemi e
Khaniki (2018, 2017), Rahmani et al. (2017b) e Lii et al. (2015). Essas pesquisas adotaram consistentemente a teoria de
vigas de Euler-Bernoulli em conjunto com o modelo de Winkler para descrever a cinemdtica de deformacao do sistema
de nanovigas elasticamente conectadas. Recentemente, Henrique et al. (2024) propuseram uma solug@o baseada no MEF
para andlise da flexao de sistemas de nanovigas duplas de Euler-Bernoulli conectadas por camada eldstica de Pasternak.

Embora menos numerosos, existem trabalhos que incorporam efeitos de inércia rotatéria e deformagao por cisalha-
mento na abordagem ndo local de Eringen. Ahmadi (2022) investigou a influéncia dos efeitos de nanoescala na vibragio
livre de sistemas multiplos de nanovigas conectadas elasticamente, analisando o comportamento do sistema sob diver-
sas condi¢des de contorno. Hosseini e Rahmani (2016) incorporaram efeitos de superficie no estudo da flambagem de
nanovigas duplas conectadas, apresentando solucdes exatas para o caso de apoios simples. Por sua vez, Faroughi et al.
(2021) exploraram a vibragdo em sistemas de multiplas nanovigas compdsitas. Todos esses estudos adotaram o modelo
de Winkler para representar a conexao eldstica entre as nanovigas.

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver uma formulagdo baseada no método dos elementos finitos para
andlise da flexdo em sistemas de nanovigas duplas conectadas por camada eldstica de Pasternak. A abordagem combina
a teoria de vigas de Timoshenko com a elasticidade ndo local de Eringen para descrever a cinemética de deformacao do
sistema. Os resultados obtidos, quando comparados com dados disponiveis na literatura, demonstram a consisténcia e
versatilidade da formulagdo proposta.

2. FORMULACAO

O sistema duplo de vigas conectadas por camada elastica consiste em duas vigas prismdticas - uma superior e outra
inferior - interligadas ao longo de todo seu comprimento L por uma camada eldstica. A cinemadtica de deformacdo das
nanovigas € descrita pela teoria de vigas de Timoshenko, que incorpora os efeitos de deformacdo por cisalhamento. A ca-
mada eldstica adotada segue o modelo de Pasternak, caracterizada pelos parametros K (rigidez da mola) e K, (coeficiente
de cisalhamento).

De acordo com a teoria de vigas de Timoshenko, os campos de deslocamento sdo definidos por:

u=z¢(x), v=0, w=wx), (D

onde u, w sdo os deslocamentos axial e transversal, respectivamente, e ¢(x) = ¢ refere-se a rota¢do da se¢éo transversal.
Por sua vez, considerando o regime de pequenas deformacdes, a deformacdo linear e a distor¢do da viga serdo dadas,
respectivamente, por:

d
Ex = Zﬁ, 2
dw
2602 = Yoz = o+ % 3

Segundo a teoria de Timoshenko, as tensdes de cisalhamento s@o consideradas uniformemente distribuidas ao longo
da altura da viga, o que difere da distribui¢do real dessas tensdes. Dessa forma, introduz-se um fator de correcio x, que
ajusta a tensdo cisalhante calculada para melhor aprixima-la dos valores reais.

A variagdo da energia potencial total do sistema duplo é dada por (Brito et al., 2019):

dwl d’wg d5W1 d5w2
oU = /‘/Uxi‘sgzi + 2042,064,,dV + /L K (w1 — we) (6w — dws) + K, (dm — dx) < o ) dzx,
4

onde o, € a tensdo normal, 0., € a tensdo cisalhante e o indice ¢ = 1, 2 refere-se as vigas superior e inferior, respecti-
vamente. Considerando as vigas sujeitas a carregamentos e momentos fletores distribuidos ao longo do seu comprimento,
tem-se que a variacdo do trabalho das forgas externas é dado por:

5W:/Lgl(os)ua(z)da:+/Lml(x)¢7(x)dx 5)

Considerando o principio da energia potencial total minima, dUytq; = 06U — W = 0, apds algumas integracdes por
partes e manipulacdes algébricas, obtém-se a equacdo de equilibrio do sistema de vigas duplas conectadas por camada
elastica de Pasternak:

av;
dl’ _fl_Oa (6)
M,;
T @)

dxr
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onde M; = f 40, zdA é o momento fletor em torno do eixo y, V; = f A 0i,-dA é o esforco cortante na diregdo z,
2 2 2 2 .o
fi = K(w —wy) — K, (% —d w2) —g1e fo=K(w—wp) — K, (dd% — M) — g2. As condigdes de

dx? dxz?
contorno consistem em especificar um elemento de cada um dos seguintes pares:
dw1 dwg )

1,U1OU‘/1+Kp(d$—dx

dw1 _ dw2>

_ 1ed
=V, ¢1 ou My,
— — — | = V5% ¢o ou Ms. (8)
dz dx 2
Note que, as equagdes de equilibrio na forma como estio apresentadas, definidas em fun¢do dos esforcos, sdo vilidas
tanto para as teorias locais como para as ndo locais.

wgoqu—Kp(

2.1 Teoria da elasticidade nao-local

Na teoria da elasticidade ndo local, a tensdo em um ponto depende ndo apenas da deformacdo local, mas também das
deformacdes em todos os demais pontos do corpo continuo. Com base na teoria de Eringen, o tensor das tensdes nao local
para um material eldstico, homogéneo e isotrépico é expresso por (Eringen, 1983):

o () = /V o(|z - 2'|,7) oy (&) dV (') ©)

na qual « € a funcéio kernel normalizada sobre todo o corpo (ou pardmetro nio-local), 7 = epa/L é uma constante
do material que depende dos comprimentos interno a e externo L e do parametro ey especifico para cada material, e
o5, (2") € o tensor das tensdes cldssicas (ou locais), relacionado ao tensor das deformagdes lineares ¢, pela lei de Hooke
generalizada:

U]Cgl = Ck:l’rrmgkl- (10)
Na elasticidade linear ndo local, a equag@o de equilibrio pode ser obtida por meio do balango de for¢as ndo locais:
orik+ f1=0. (11)

Substituindo a Eq. (9) na Eq. (11), obtém-se a forma integral da equag@o constitutiva ndo local. Escolhendo uma fungéo
kernel adequada, Eringen demonstrou que a equacdo constitutiva nio local em sua forma integral pode ser representada
por uma equacdo diferencial equivalente. Para o caso particular de vigas, essa relacdo € expressa por:

d2
(1_Mdm2> o(x)=0°(x), (12)
sendo pu = (ega)’.

A partir da Eq. (12), podem-se estabelecer as seguintes relacdes entre os momentos fletores e esforgos cortantes nao
locais e suas respectivas deformacdes:

d*M; do;
M; — MW = Eﬂz‘@- (13)
Viepig g = kiGiA; <¢i o > , 14

onde A; é a drea da secdo transversal, I; ¢ o momento de inércia em torno do eixo y, F; é o médulo de Young e G; é o
mddulo de elasticidade transversal.

Com o auxilio das equacdes de equilibrio, Eqs. (6) e (7), conclui-se que as expressdes para o momento fletor e o
esfor¢o cortante sdo dadas por:

My = B0 p — 2 (15)
dx dx
dw; df;
Vi = miGids (60 + 290 4, Y (16)
dx dx

Substituindo as Egs. (15) e (16) nas Egs. (6) e (7), obtém-se a equacgdo de equilibrio do sistema de nanovigas duplas
conectadas por camada eldstica para o problema estatico:

dqbi dei d2f1 _
dx A2 ) - fi + i dx? - Oa (17)

R GlA, (

d?¢; dw; d*m;
ELEY iAo M, 1
(a2 dxz HlG’L (4 <¢l + dx > +m1 ILL'L d([;2 0 ( 8)
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Note que, se p; = 0, recai-se na equagdo de equilibrio do sistema na teoria local. Alternativamente, pode-se expressar
a equacdo na forma variacional:

/ Eilid@ dég; i fid5¢i _mdmi déo; Gl ( bit )(5 bit d5w1> o dfz (5 bt daw,>dx
dx de dx .

/K wy — wz) (dwy — dwa) + K <dw1 dw2> (d6w1 dows

o )d — [M5¢1), - [quawi}jzo,

dr  dx
(19)
sendo as condi¢des de contorno dadas por:
Eld(b +/~szl Mi%_ﬁi:(l
dx dx
du)1 dfl dw1 d'wz —eq
A R LK, (-2 ) -V =
F1G 1<¢’1+ dz >+“1dx M p(daz da:) Vir=0.
dUJQ df2 dw1 dw2 T7eqd
K,QGQAQ <¢2 + d> + ,LLQ% — Kp (d,’[; — d,’];) — VQ =0. (20)

2.2 Formulacio em elementos finitos

Os campos de deslocamento e rotagcdo adotados neste trabalho seguem a mesma formulacio da viga de Timoshenko
sem camada eldstica. Dessa forma, essas varidveis sdo expressas em funciao dos deslocamentos nodais e das funcdes de
forma, conforme estabelecido por:

wi(€) = Nidy + Njdy + Nyds + Nidy = [N'] {ur}, ¢1(§) = Nidy + Nydy + N3ds + Nidy = [1\71} {ui},

wa(§) = Nids + Nds + Njds + Nids = [N?] {uz}, 9(€) = Nids + N3ds + Nidr + Nids = [N?] {uz},

2n
sendo as fung¢des intepoladoras definidas por:
N =0 (€ =1) (€ +£-68—2), Ny =—a¥; (£ —1) (=6 +36; + 1),
Ny =9, (£+1) (f§2+£+65i+2), N4 =a¥l; (€ —1)(E+38;+1),
N =30; (€ —1) Ja, Ny =W (€~ 1) (3¢ 66 + 1),
Ni=30; (1-¢€%) Ja, Nj =W (£+1) (36 +68; + 1), (22)

onde \IQ = 1/4 (1 + 3&1), ﬂl = K)iGiAi/EiIZ‘CMQ, o = L/2 e—1 S f § 1.
Com base na Eq. (19), escreve-se a forma variacional discretizada:

/1 { 5] e B! + VB raGray [NB'] + | B?] "B, |B2] + [NBY)" kaGa o [NB?] } Jde

_|_
L
—

[ {NT K NN+ (BB]” K, [B5) + (B,]" (K [NN] - K, [DD]}} Jdg
v [ (B o8- s ) - [B] 00 (3] 00} g
R A e L A L I ST S
onde [B'] = (a[N'] /dg) (d¢/da), [B] = (a[N'] jdg) (dg/dw), [D] = (a2 [N'] dg?) (dg/d)?, [P] =

(¢ [N'] /dg?) (dg/dar)’, [NB'] = [N'] + [BY], [NN] = [N'] = [N*], [BB] = [B'] = [B%], [B,] = u |B'] -

pa [B2]. [DD) = [DY] - [D?]. [NB,] = ju [NB] - pa [NB?]. [PP] = [P"] - [P?].
Resolvendo todas as integrais da Eq. (23), pode-se escrever o sistema algébrico do MEF da seguinte forma:

[KJ{U} = {F}, (24)
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onde [K] é a matriz de rigidez, {F'} € o vetor de cargas nodais equivalentes e {U } € o vetor dos deslocamentos nodais. A
forma explicita de cada um deles é apresentada na sequéncia:

K1 Ki2 uy fi
K] = AU} = AF) = , 25
m= | g2 e ={ e b= { ] es)
sendo
(K11] = [knoy] + K {[W (81, B1)] + p1 [W™ (81, 81)] } + K {[P (B1, B1)] + 1 [P™ (B1)] }
(K1) = =K {[W (B1, B2)] + pr [W™ (81, B2)] } — Kp {[P (B, B2)] + 1 [P™ (B2)] },
[Ko1] = —K {[W (B2, B1)] + p1 [W™ (B2, B1)]} — Kp {[P (B2, B1)] + 1 [P™ (B1)] } .
[K22] = [knu,] + K {[W (B2, B2)] + p2 [W™ (B2, B2)] } + K, {[P (B2, B2)] + p2 [P™ (B2)] } - (26)
A matriz de rigidez associada as vigas superior e inferior é dada por:
3 —3a -3 —3a
Bl _ 2 (33, —a? (38, —
[ pp— j&a a?(38;+4) 3a —a*(36;—2) 27
203 (36; + 1) 3 3o 3 3o
—3a —a?(38;—2) 3a a%(33;+4)
Ja a parcela da matriz de rigidez associada a camada elastica de Pasternak é dada por:
b1 P2 2 ps b7 bs —pr D8
b2 P33  —P5 Do s Py —Ps  —P1o
W, =Y , [P OGN =A , 28
(W (x; A)] pi —ps 1 ey | P OGN o ps pr —ps (28)
bs Pe —DP2 D3 bPs —Pio —P8 P9
onde ¥ =1/[210(3x+ 1) BA+1)], A =1/[30a (3x + 1) (3\ + 1)] e cujos coeficientes sdo dados por:
p1 = 3 (147x + 147X + 420X\ + 52) ,pa = —a? (105 4 126 4 315\ + 44)
p3 = 202 (21x + 21\ + 63y A + 8) , ps = 9o (21 + 21\ + T0xA +6) ,
ps = a? (105) + 84\ + 315X\ + 26) ,ps = —6a° (Tx + TA + 21x\ + 2)
pr = 45X + 45\ + 135x\ + 18, pg = —3a, pg = o (15x + 15X + 45y + 8) ,
p1o = o (15x + 15X\ + 45\ + 2). (29)
Finalmente, as matrizes associadas ao efeito ndo local sdo dadas por:
@G 93 ¢ g3 3 =3a -3 -3«
—q3 — =| 3a g 3a g
Wnl ’)\ = A q2 q4 q3 g5 , Pnl -= 30
[ (6 V)] -@1 —93 @1 —q3 [P ()] -3 3a 3  3a G
3 =05 —@2 Qa —3a  qr 3a g
onde = Em e ainda
q1 = 45X + 45X\ + 135X\ + 18, g2 = —3a (30X + 30\ + 90x\ + 11), g4 = o (15X + 15X + 45x\ + 8) ,
g3 = —3a,q5 = —3a” (15 + 15X + 45x A +2) , g6 = o 3x +4) ,qr = —a* (3x — 2). 31)

Considerando um carregamento distribuido com variagdo linear ao longo do comprimento das nanovigas superior e/ou
inferior, temos:

(608; +21) a® + (4503; +15) i~ (308; +9) @® — (4506; + 15)
fi=— 1 — (158; +6) a® — (908; + 30) picx — (158 +4) o® { 9i(0) }
" 3a(36; +1) (308; +9) a® — (4561 +15) i (608; 4+ 21) a® + (458; + 15) p; gi(L) |-
(158; + 4) o® (158; 4+ 6) &® + (908; + 30) ;v

(32)
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Tabela 1. Deslocamentos e rotagdes adimensionais maximos

Mty =My | Resposta | 2Elem. | 4 Elem. | 8§ Elem. | 10 Elem. Ref.
wp - 1072 | 7.1610 | 7.2242 | 7.2428 7.2449 | 7.1510
é1-1071 | 3.0398 | 3.2152 | 3.3071 3.3224 | 3.0306

1
wy-1072 | 6.8661 | 6.8029 | 6.7843 6.7822 | 6.6510
by - 1071 | 2.3769 | 2.2014 | 2.1096 2.0943 | 2.3860
wp-107T | 1.3389 | 1.3460 | 1.3490 1.3493 | 1.3401

2 ¢1-1071 | 55943 | 59108 | 6.1231 6.1638 | 5.6272
wy - 1071 | 1.3138 | 1.3067 | 1.3037 1.3034 | 1.2901
¢y - 1071 | 4.8224 | 45059 | 4.2936 4.2529 | 4.7895
wp - 1071 | 1.9629 | 1.9701 1.9737 1.9742 | 1.9651

3 é1-1071 | 8.1179 | 8.5256 | 8.8376 8.9022 | 8.1855

wy - 1071 | 1.9398 | 1.9326 | 1.9290 1.9285 1.9151
¢y - 1071 | 7.2988 | 6.8910 | 6.5790 6.5145 | 7.2312
wp - 1071 | 2.5873 | 2.5944 | 2.5985 2.5991 | 2.5901
4 01 1.0631 | 1.1102 | 1.1493 1.1579 | 1.0725
wy - 1071 | 2.5654 | 2.5583 | 2.5542 2.5536 | 2.5401
¢y -1071 | 9.7856 | 9.3149 | 8.9232 8.8381 | 9.6913
wp - 1071 | 3.2120 | 3.2189 | 3.2234 3.2240 | 3.2151

5 o1 1.3139 | 1.3656 | 1.4112 1.4215 1.3255
wy - 1071 | 3.1907 | 3.1838 | 3.1794 3.1787 | 3.1651
o 1.2277 | 1.1761 | 1.1305 1.1202 | 1.2162

3. EXEMPLOS

Considere um sistema de nanovigas duplas, simplesmente apoiadas, com se¢do transversal de dimensdes b, h € com-
primento L, conectadas por uma camada eldstica cujos coeficientes normalizados sdo dados por: K = 100e K, = 0, 1.
Considere ainda que ambas as nanovigas sio idénticas e que uma carga uniformemente distribuida atua apenas ao longo
da nanoviga superior g;. Os deslocamentos maximos adimensionais foram calculados para diferentes valores do para-
metro ndo local, conforme apresentado na Tab. 1, enquanto a andlise do comportamento do sistema, em funcio dos
parametros da fundagdo eldstica, é mostrada na Fig. 1. Os parimetros adimensionais sdo dados por: K = KL*/E I,
K, = K,L*/E\I1, 1; = i/ L%, w; = wi Bl /g;:L*, ¢; = ¢ Ei1;/g;L® e g2 = Byn.

Os resultados apresentados na Tab. 1, em termos de deslocamentos e rotagdes maximas adimensionais, foram com-
parados com os obtidos por Henrique et al. (2024), considerando a teoria de vigas de Euler-Bernoulli, com uma relagdo
h/L = 0,3. Observa-se que os resultados deste trabalho aproximam-se significativamente dos resultados de referéncia,
embora no trabalho citado néo se considere a deformacao por cisalhamento. Verifica-se ainda uma convergéncia dos va-
lores obtidos. Mesmo com o aumento do fator de escala, o erro relativo em relacdo a referéncia mantém-se consistente,
sendo as maiores discrepancias observadas nas rotagoes.

T T T T T T T T T T
124 - HR T e T e
L] s K= g
11 \ e K=10 40| A
| A K=100 iy
10 | 1 35+ &
i / /,’
\ 7
g1 gl ¥
2 4 | e |
= o® % 251 |
5 7 B |
. 20 |
6 AN ] | e K=1
== 15 I’ — e K=10
RIS S s £ S S . —4—K =100
1,0 —
4 T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Kp Kp

Figura 1. Deslocamentos maximos nas vigas superior e inferior, considerando z; = fiy = 1

A influéncia da variacdo dos parametros da camada eldstica no deslocamento das nanovigas, considerando fi; = fiy =
1, é mostrada na Fig. 1. Como pode ser observado, embora os deslocamentos w; diminuam a medida que ?p aumenta, o
efeito de K é mais significativo. A medida que K assume valores elevados, a influéncia do Fp torna-se limitada a partir
de determinado valor. Quando Fp = 0, registram-se os deslocamentos maximos. Comportamento analogo ¢ verificado
para os deslocamentos ws.
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4. CONCLUSOES

Neste trabalho, desenvolveu-se uma formulacdo baseada no Método dos Elementos Finitos para andlise da flexdo
em sistemas de nanovigas duplas elasticamente conectadas por camada elastica de Pasternak. A partir das hipteses de
Timoshenko associadas a teoria ndo local de Eringen, derivaram-se explicitamente a matriz de rigidez do sistema e o vetor
de cargas nodais. A formulag@o proposta foi validada por meio de exemplos numéricos que demonstraram resultados
satisfatdrios, evidenciando uma abordagem eficiente, versatil e com potencial para aplicagdes praticas.
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