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Resumo. Este trabalho investiga numericamente a formação de ondas estacionárias não lineares em uma cadeia de vigas
biapoiadas em regime de pós-flambagem, acopladas por elementos elásticos. A modelagem do sistema é realizada com
base na equação de oscilação transversal de uma viga não linear sujeita a cargas axiais, posteriormente reduzida a uma
equação modal e, então, à Equação de Schrödinger Não Linear (NLSE), por meio do método das múltiplas escalas. A
solução da NLSE é comparada à resposta obtida diretamente da equação modal, demonstrando que, apesar da omissão
de termos de ordem superior na expansão perturbativa, a equação reduzida representa com precisão a dinâmica da
estrutura. Também é mostrado que o parâmetro de amplitude de pós-flambagem influencia a resposta do sistema, o que
permite sua utilização como parâmetro de ajuste no projeto da estrutura. Os resultados reforçam a aplicabilidade da
abordagem ondulatória na modelagem de metamateriais com propriedades dinâmicas ajustáveis, ao mesmo tempo em
que expandem essa formulação para o contexto de elementos estruturais em regime de pós-flambagem.
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Abstract. This work numerically investigates the creation of nonlinear standing waves in a chain of simply supported
beams operating in the post-buckling regime, coupled through elastic elements. The system is modeled based on the
transverse vibration equation of a nonlinear beam subjected to axial loads, which is subsequently reduced to a modal
equation and, then, to the Nonlinear Schrödinger Equation (NLSE) via the method of multiple scales. The solution of the
NLSE is compared to the response obtained directly from the modal equation, demonstrating that, despite the omission of
higher-order terms in the perturbative expansion, the reduced equation accurately captures the structure’s dynamics. It is
also shown that the post-buckling amplitude parameter influences the system’s response, allowing it to be used as a tuning
parameter in the design of the structure. The results reinforce the applicability of the wave-based approach in modeling
metamaterials with tunable dynamic properties, while also extending this formulation to the context of structural elements
in the post-buckling regime.
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1. INTRODUÇÃO

Metamateriais não lineares têm ganhado destaque na pesquisa científica por possibilitarem a ocorrência de fenômenos
ondulatórios que superam as limitações de estruturas lineares, proporcionando bandgaps mais amplos ou profundos (Fang
et al., 2024). Especificamente, a dinâmica não linear tem sido explorada para o aprimoramento do controle de vibrações,
conforme evidenciado em estudos recentes (Yang et al., 2024; Sun et al., 2025; Shen et al., 2025; Tian et al., 2025;
Zhao et al., 2024). Destacam-se os trabalhos de Xue et al. (2025) e Zhao et al. (2023), que propõem metamateriais
adaptativos com capacidade de modulação dos bandgaps a partir da variação de parâmetros físicos. No primeiro caso,
um elastômero magnetorreológico é utilizado para controlar uma rigidez variável via campo magnético externo. Já no
segundo, a introdução de folgas entre o ressonador e limitadores rígidos dá origem a um sistema de osciladores bilineares,
cuja não linearidade permite ajustar o bandgap por meio da variação dessa folga.

Uma abordagem alternativa para o estudo das oscilações em metamateriais considera a equivalência entre movimento
oscilatório e propagação de ondas, como adotado em Fontanela et al. (2018); Barbosa et al. (2025); Grolet et al. (2016).
Essa perspectiva é adotada por Barbosa et al. (2024), que apresentam uma metodologia de projeto baseada na Equação
de Schrödinger Não Linear (NLSE) para descrever a dinâmica de cadeias de osciladores acoplados sob excitação externa.
A modelagem assume uma hipótese de continuidade espacial nos deslocamentos, o que é válido quando para um dado
comprimento o sistema possui um numero suficiente de osciladores com força de interação entre eles também sufici-
ente. A estabilidade das soluções obtidas pela NLSE sob diferentes formas de excitação tem sido abordada na literatura
(Barashenkov and Smirnov, 1996; Jallouli et al., 2017) e deve ser considerada no contexto do projeto, uma vez que insta-
bilidades podem comprometer a formação sustentada de modos localizados. Ademais, essa abordagem permite o controle
da posição, intensidade e extensão espacial da região de concentração vibracional ao longo da cadeia, o que pode ser



Alcântara, L.J.D. e Oliveira, L. P. de
Estudo Numérico de Ondas Não Lineares em Metamateriais Formados por Vigas Pós-Flambadas

explorado em aplicações práticas de isolamento estrutural e controle passivo de vibrações.
Dado o avanço dos metamateriais com capacidade de modulação e a abordagem ondulatória para descrever seu mo-

vimento, este trabalho propõe um metamaterial cujas células unitárias são vigas em regime de pós-flambagem, cujas
propriedades físicas dependem da carga axial imposta, permitindo, assim, a modulação do sistema. A equação da Schrö-
dinger Não Linear (NLSE) é derivada para descrever a oscilação das vigas, sendo comparada com resultados numéricos
obtidos a partir das equações diferenciais ordinárias (EDOs) em coordenadas modais.

2. METODOLOGIA

2.1 DESCRIÇÃO DO SISTEMA

O metamaterial ilustrado na Fig.1b é composto por vigas biapoiadas acopladas entre si por elementos de mola loca-
lizados em suas regiões centrais. As vigas encontram-se em configuração pós-flambagem (vide Fig.1a), ou seja, estão
submetidas a cargas axiais de compressão superiores à carga crítica de flambagem.

Figura 1. a) viga em flambagem sujeita à carga P , com destaque para os deslocamentos estático ŵs(x̂) e dinâmico v̂(x̂, t̂)
que compõem o deslocamento ŵ(x̂) da viga. b) arranjo de vigas no metamaterial.

Cada viga é modelada por uma Equação Diferencial Parcial (EDP), dependente da posição x̂ e do tempo t̂, sendo essas
equações acopladas por meio dos elementos de mola. Para a análise, são adotados parâmetros de adimensionalização, a
partir dos quais se obtém uma forma reduzida da EDP. Com essa equação adimensional, realiza-se uma análise estática
a fim de determinar a configuração pós-flambagem do sistema. Em seguida, por meio de uma decomposição em bases
modais, considerando apenas um modo, a EDP é reduzida a uma Equação Diferencial Ordinária (EDO) em coordenadas
modais. A essa EDO aplica-se o método das múltiplas escalas, resultando em uma equação algébrica que descreve as
amplitudes da resposta. Com base em uma hipótese de continuidade, obtém-se a NLSE (Nonlinear Schrödinger Equation),
que governa a propagação de ondas não lineares no sistema e a formação de ondas estacionárias em regime permanente.
Por convenção, grandezas com um acento circunflexo (ˆ) são dimensionais, enquanto suas contrapartes sem acento são
adimensionais.

2.2 MODELO ANALÍTICO

A equação que descreve a n-ésima viga é
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com condições de contorno para vigas biapoiadas
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na qual, E é o módulo de Young do material, I é o momento de inércia da seção transversal da viga, ζ̂ é um fator
de amortecimento genérico, A é a área da seção transversal da viga, L é o comprimento da viga, P̂ é a carga axial de
compressão aplicada ao sistema, k̂c é a constante elástica da mola de acoplamento, δ(x̂ − L

2 ) é a função delta de Dirac
deslocada em L

2 ,m é a massa por unidade de comprimento da viga, F̂ é a amplitude da força de excitação, Ω̂ é a frequência
da excitação, e os índices n do deslocamento ŵn indicam a viga correspondente ao deslocamento.

Introduzindo os seguintes parâmetros adimensionalizadores

x =
x̂

L
, r =

√
I

A
, wn(x, t) =
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a Eq.(1) se torna
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com condições de contorno
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O deslocamento w(x, t) é decomposto na soma de suas componentes de deslocamento dinâmico v(x, t) e estático
ws(x), com

ws(x) = b sin(πx), (6)

sendo b o valor do deslocamento estático na metade do comprimento, que se relaciona com a carga axial P por meio da
seguinte relação

b2 =
4(P − Pcr)

π2
, (7)
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e Pcr = π2 é a primeira carga crítica de flambagem para a viga biapoiada.
Assim, a Eq.(4) se torna
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com condições de contorno
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A partir da discretização em bases modais, vn é reescrito como produto do modo de vibrar ψ(x) e da coordenada modal
η(t), sendo

ψ(x) =
√
2 sin(πx), (10)

o primeiro modo de vibrar para uma viga biapoiada em condição de pós-flambagem, com ω1 =
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d2

dt2
ηn(t) + ω2

1ηn(t) +
3
√
2π4b

4
η2n(t) +

π4

2
η3n(t) + 2ζ

d

dt
ηn(t)

+2kc (2ηn(t)− ηn−1(t)− ηn+1(t)) =
2
√
2F

π
cos (Ωt).

(11)

Para utilizar o método das múltiplas escalas, os termos são expressos em perturbações de ε até terceira ordem,
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de modo que Tk é o tempo perturbado em εk na ordem k e ηnk é a coordenada modal da viga n perturbada em ε na ordem
k. Recolhendo termos de mesma ordem, e eliminando termos seculares, é obtida a expressão para ηn(t) e a equação da
amplitude da onda
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nas quais, An é a amplitude complexa de oscilação do n-ésimo oscilador, i é a unidade complexa e (¯ ) representa o
conjugado complexo de uma grandeza. A distância ∆ŝ entre os osciladores é dada por

∆ŝ =
Ls

N − 1
, (15)

na qual, Ls é o comprimento da metaestrutura e N é o número de células unitárias da estrutura. Ao definir essa distância,
é feita uma expansão de Taylor nas amplitudes de vigas adjacentes, assumindo que o domínio discreto em n se aproxima
de um domínio contínuo em ŝ,
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Dessa forma, se obtem uma equação que descreve uma onda em ŝ e T2
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2 ∂
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A Equação (17) pode ser simplificada para obter a NLSE. Para isso, A(ŝ, T2) é assumido da forma Ψ(ŝ, T2)e
−iT2 para

eliminar o termo exponencial em Fε, a coordenada ŝ é adimensionalizada e parâmetros auxiliares são definidos

A(ŝ, T2) = Ψ(ŝ, T2)e
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ŝ

δs
,

Φ(s, T2) = Ψ(ŝ, T2)
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nos quais, δs é um fator adimensionalizador, Lw é o comprimento do domínio espacial adimensionalizado, ds é a discre-
tização desse domínio, Φ(s, T2) é a amplitude complexa da onda e h é o parâmetro de excitação externa na NLSE. Então,
a NLSE é obtida
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3. RESULTADOS

A Equação (19) admite três tipos de soluções: bright solitons, dark solitons e soluções constantes (flat). Como as
soluções flat são invariantes em relação a s, não são consideradas neste trabalho. Entre os sólitons, apenas os dark
solitons podem apresentar estabilidade temporal sob excitação externa (Barashenkov and Smirnov, 1996). Por isso, adota-
se como condição inicial uma aproximação fornecida pelo metamodelo desenvolvido por Barbosa et al. (2023), que estima
a amplitude da solução em função do amortecimento e da força externa. Essa abordagem permite iniciar a simulação com
uma configuração próxima de um dark soliton, favorecendo a obtenção da resposta esperada.

A estabilidade das soluções da Eq. (19) depende da escolha adequada dos parâmetros, conforme o diagrama apresen-
tado por Barbosa et al. (2024). Neste trabalho, utilizam-se 600 osciladores, com kcε = 35, 88 e amortecimento ζε = 0, 3.
A Fig. 2 mostra a solução numérica da Eq. (19) para diferentes valores de b, indicando a possibilidade de ocorrência de
soluções instáveis, flat solutions ou configurações estáveis com concentração localizada de energia.

Para validar a solução obtida a partir da Eq.(19), a Eq.(11) é resolvida numericamente e seus resultados são com-
parados, conforme ilustrado na Fig.3. Observa-se que a solução modal apresenta um pico de amplitude superior ao da
solução da NLSE. Essa diferença ocorre porque a amplitude da onda na solução da NLSE representa apenas uma parcela
da resposta modal completa, conforme descrito na Eq.(13), considerando termos até a ordem ε2. Apesar da negligência
de termos de ordem superior, a NLSE consegue representar adequadamente a oscilação das vigas, especialmente fora da
região de pico.

A flexibilidade no ajuste de b permite obter diferentes configurações de forma de onda a partir de uma mesma estrutura,
o que é particularmente útil em aplicações onde se deseja adaptar o comportamento dinâmico do sistema sem modificar sua
geometria. Como b e kcε estão inter-relacionados na definição dos parâmetros da onda, a escolha desses valores pode ser
conduzida de modo a atender restrições específicas de projeto, como limites de frequência, amplitude ou estabilidade. Essa
possibilidade amplia o espaço de projeto, permitindo compatibilizar o desempenho dinâmico com diferentes restrições.
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Figura 2. Amplitudes da onda para diferentes valores de b.

Figura 3. Comparação entre o valor absoluto da amplitude da onda, obtido numericamente por meio da NLSE (Solução
ondulatória) e da equação modal (Solução modal).

4. CONCLUSÕES

Este trabalho apresenta uma análise numérica da formação de ondas estacionárias não lineares em uma cadeia de vigas
biapoiadas submetidas à pós-flambagem, acopladas por elementos elásticos localizados. A modelagem utiliza o método
das múltiplas escalas para derivar a Equação de Schrödinger Não Linear (NLSE), cuja solução descreve oscilações loca-
lizadas ao longo da estrutura. A comparação com a solução obtida a partir das equações modais completas demonstra
que, mesmo com as simplificações do modelo, a NLSE fornece uma representação consistente da dinâmica do sistema.
Além disso, o parâmetro b, relacionado à deflexão estática das vigas, oferece uma via de calibração da resposta estrutu-
ral, permitindo adequações conforme requisitos específicos de projeto. Os resultados obtidos reforçam a aplicabilidade
da abordagem ondulatória na análise e no desenvolvimento de metamateriais com propriedades dinâmicas ajustáveis,
estendendo seu uso ao contexto de estruturas em regime de pós-flambagem.
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