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Resumo. O Método de Boltzmann em Rede (MBR) apresenta vantagens em simulacfes do comportamento fisico de
escoamentos quando comparado com metodologias tradicionais devido a sua simplicidade de programacéo e facilidade
de simular de diferentes fenémenos. O Método Simplificado e Altamente Estavel de Boltzmann em Rede (MSAEBR) é
uma variante dessa metodologia e surge para contornar limitagGes usuais do método convencional, como estabilidade
numérica e aplicagdo de condicfes de contorno. Tais vantagens séo obtidas devido & adaptacdo numérica das fungdes
de distribuicéo, causadoras principais dessas limitacdes, para evoluir diretamente as propriedades macroscdpicas do
fluido, garantindo um melhor desempenho na anélise de escoamentos turbulentos, usuais da engenharia. Desse modo,
a vigente pesquisa empregou simula¢fes com o MBR e 0 MSAEBR para a resolucéo do cléassico problema de Caixa de
fluido a diferentes nimeros de Reynolds para comparar essas metodologias em eficiéncia, custo de memoria
computacional, estabilidade numérica e acuracia de resultados. Conclui-se que, para escoamentos laminares, o baixo
custo de memaoria computacional do MSAEBR ndo se sobrepde contra sua baixa eficiéncia, preferindo-se o MBR.
Todavia, para escoamentos turbulentos, 0 MSAEBR apresenta um desempenho melhor que o MBR em todos os aspectos
citados, sendo preferivel o emprego dessa nova vertente.

Palavras chave: Método Simplificado e Altamente Estavel de Boltzmann em Rede. Método de Boltzmann em Rede.
Turbuléncia. Fenébmenos de Transporte. Escoamentos Monofasicos.

Abstract. The Lattice Boltzmann Method (LBM) has advantages in simulating the physical behavior of flows when
compared to traditional methodologies due to its simplicity of programming and ease of simulating different
phenomena. The Simplified and Highly Stable Lattice Boltzmann Method (SHSLBM) is a variant of this methodology
and is designed to overcome the usual limitations of the conventional method, such as numerical stability and the
application of boundary conditions. These advantages are obtained due to the numerical adaptation of the distribution
functions to evolve directly the macroscopic properties of the fluid, guaranteeing better performance in the analysis of
turbulent flows, which are common in engineering. In this way, the current research employed simulations with LBM
and SHSLBM to solve the classic Lid-driven Cavity problem at different Reynolds numbers in order to compare these
methodologies in terms of efficiency, computational memory, numerical stability and accuracy of results. It is
concluded that, for laminar flows, the low computational memory cost of SHSLBM does not outweigh its low efficiency,
and LBM is preferred. However, for turbulent flows, the SHSLBM performs better than the LBM in all of the above
aspects, making the use of this new approach preferable.

Keywords: Simplified and Highly Stable Lattice Boltzmann Method. Lattice Boltzmann Method. Turbulent. Transport
Phenomena. Single-phase Flows.

1. INTRODUCAO

Estudos de simulagdo numérica do comportamento fisico de fluidos é crucial para a engenharia. Essas simulages
baseiam-se, na maioria dos casos, na resolucdo das equagBes macroscépicas de transporte, como as de conservagdo da
massa, momento e energia, podendo serem realizadas nessa mesma escala através da solucdo das equaces de balanco, e
em escala microscopica através da andlise de cada particula individualmente, ponderando suas velocidades e energias e
como elas afetam a vizinhanca. Por sua vez, 0 Método de Boltzmann em Rede (MBR) se baseia em simulag¢Ges na escala
mesoscopica que ndo tratam o comportamento de cada particula individualmente, mas sim considerando o comportamento
de um aglomerado de particulas através das funcbes de distribuicdo, resultando na simulacdo de equac@es lineares que
modelam o comportamento do fluido. O MBR tem tido uma crescente aplicacdo em simulacdes de comportamentos de
fluidos devido a diversas vantagens quando comparado com métodos tradicionais, como CFD. De fato, devido a sua
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natureza explicita, € um método que apresenta um bom desempenho quando paralelizado e que permite incluir a simulacdo
de diversos fendmenos fisicos através da manipulagdo de termos fontes, além de ser mais facil de programar do que os
cadigos que resolvem as equagdes de Navier-Stokes por métodos tradicionais como as diferencas finitas.

Uma versdo recente do MBR ¢é o Método Simplificado e Altamente Estavel de Boltzmann em Rede (MSAEBR),
primeiramente proposto por Chen, et al., 2017. Desenvolvido inicialmente para contornar as limitagdes usuais do MBR,
como custo de memoria computacional, estabilidade numérica e o tratamento das condicdes de contorno, 0 MSAEBR
propde a aproximacéo das fungdes de distribui¢do, identificadas como causadoras principais das limitagOes citadas, a
partir das propriedades macroscopicas do fluido estudado. O método calcula as varidveis macroscopicas diretamente na
rede sem excluir a natureza explicita da solucéo original. Em simulacBes de escoamentos caracterizados por elevados
numeros de Reynolds ou Rayleigh, o MSAEBR apresenta uma estabilidade muito maior quando comparada com a do
MBR, o que contribui para a sua aplicabilidade em problemas de engenharia (Chen e Shu, 2020).

Deste modo, o presente artigo tem como objetivo o estudo e 0 emprego do MBR e do MSAEBR na resolucéo do
cléassico problema da Caixa de fluido (Lid-driven cavity) para diferentes nimeros de Reynolds, de modo a comparar essas
duas metodologias em eficiéncia, custo de memdria computacional, estabilidade numérica e acuracia nas condicdes de
turbuléncia, usando referéncias da literatura para analise da convergéncia dos resultados.

2. METODOLOGIA
2.1. O Método de Boltzmann em Rede

O MBR consiste na analise das func¢des de distribui¢do de velocidade de cada ponto de sua rede, semelhante aos nds
do método de diferengas finitas, que sdo transmitidas e influenciadas pela sua vizinhanga a partir dos processos de
transmisséo e colisdo (streaming e collision). A Eq. (1) apresenta a formula principal para a obtengéo dessas funcdes de
distribuicdo em uma nova direcdo e instante de tempo, chamada de Equacéo de Boltzmann em Rede, enquanto a Fig. 1
apresenta, de maneira resumida, a conformacdo visual desses dois processos para a configuracdo de rede D2Q9
(nomenclatura empregada no MBR), isto é, para um problema de duas dimensdes e nove direcdes. Nessa equacgdo, f; se
refere a fungéo de distribuicdo na diregdo i, £;°? refere-se a fungéo de distribuicio em equilibrio na direcZo i, t o tempo, r
a posicdo espacial, ¢; a velocidade microscépica na direcdo i e T 0 tempo de relaxacdo. Por sua vez, a Eq. (2) apresenta
uma das formas discretizada da func&o de distribui¢do em equilibrio, em que w; refere-se ao peso ponderado da funcédo
de distribuicdo na diregio i e c? refere-se a velocidade do som do modelo ao quadrado, ambos tabelados em fungio da
configuracdo de rede, e p e u sdo, respectivamente, a densidade e a velocidade macroscdpica do fluido. Note-se que esse
termo é, primordialmente, uma funcéo de propriedades macroscopicas.
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Figura 1. Streaming e collision para D2Q9 (Chen e Shu, 2020).

A Eq. (1) pode ser empregada diretamente para estudar o comportamento de um fluido, substituindo as equages de
Navier-Stokes. A consisténcia entre ambas equagdes foi desenvolvida pela chamada analise de Chapman-Enskog (Benzi,
et al., 1992; Frisch, et al., 1987), em que as Eq. (3) e (4) foram obtidas e categorizadas como as equagdes macroscopicas
da Eqg. (1) para escoamentos, chamadas de, respectivamente, a equacéo de continuo e de momento para 0 MBR. Nelas,
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f*°? é afuncdo de distribuicdo de ndo-equilibrio, termo importante para a teoria do MSAEBR, cuja equagéo é evidenciada

na Eq. (5), em que 6, é o incremento temporal.

2V (S ) =0 @
LV Bi(cda ()l + A== D] =0 @)
fineq = —T(S't(% +c- v)fieq o

Entretanto, as Eqg. (3), (4) e (5) ndo sdo utilizadas na teoria original do MBR, sendo empregadas apenas para mostrar
a consisténcia numérica entre esse método e as equacGes de Navier-Stokes, e que sdo substituidas pelas Eq. (6) e (7),
respectivamente, para a obtencdo das densidades e velocidades macroscépicas em cada ponto da rede. Essa modificacéo
sO é numericamente atendida se a Eq. (8) for respeitada, isto é, se a relagdo entre a propriedade da viscosidade cinematica
macroscopica do fluido v e o tempo de relaxacdo t for atendida. Quando isso ocorre, a Eq. (1) pode ser empregada
diretamente para o estudo do comportamento de um fluido a partir dos processos de transmisséo (streaming) e de colisdo
(collision).

p=2Xifi (6)
pu=2,;fic (")
v =c28(t—3) ®)

Além desses dois processos, é necessario, em cada iteracdo do cddigo, o emprego das condi¢Bes de contorno do
problema macroscopico para a resolucdo do problema, que devem ser tratadas e traduzidas em formato de funces de
distribuicdo para cada circunstancia fisica estudada, que é uma tarefa ndo trivial e que consome uma grande quantia de
tempo de estudo. E, o espacgo analisado deve ser, também, traduzido do real para 0 MBR, de modo que parametros
adimensionais, como o NUmero de Reynolds, devem atender as relagdes entre as propriedades geométricas e fisicas do
fluido estudado no espaco macroscépico e respeitados na rede estabelecida. As propriedades adotadas do fluido no MBR
para a obtengdo desses pardmetros podem nao apresentar nenhuma relagdo quantitativa com as originais, sendo que essa
necessidade de relacionar as unidades fisicas macroscépicas e as da rede é um passo a mais devido ao cuidado com a
estabilidade numérica dessa metodologia. Com esses procedimentos, 0 MBR est4 totalmente consolidado.

2.2. O Método Simplificado e Altamente Estavel de Boltzmann em Rede

Por sua vez, 0 MSAEBR consiste de uma aproximagdo numérica das fun¢des de distribuicdo a partir das propriedades
macroscopicas do fluido, sem precisar evoluir essas primeiras, que sdo denominadas como as causadoras do custo de
memdria computacional, além de que essa tarefa exclui a necessidade do tratamento das condi¢des de contorno do MBR.
Essa metodologia consiste em dividir as funcdes de distribuicdo em duas partes, como na Eg. (9): a de equilibrio f;7,
quantificada pela Eq. (2), e a de ndo-equilibrio £;"*?, em amostra na Eq. (5).

fi =fieq + fineq (9)

Pelas Eq. (5) e (9), € notavel que as fung¢des de distribuigdo dependem, sobretudo, da sua parte em equilibrio, e que
podem ser escritas somente em fungdo dela. Contudo, o desenvolvimento da fungdo de ndo-equilibrio a partir da de
equilibrio é uma tarefa mais complicada numericamente devido a existéncia da derivada espacial em sua equagédo. Desse
modo, 0 MSAEBR traz como solugdo a aproximagao numérica da Eq. (5) a partir da Eq. (10) (Chen e Shu, 2020), que
consiste simplesmente da diferenca entre duas funcGes de distribuicdo de equilibrio em diferentes locais e tempos, mas
que garante uma terceira ordem de acuracia espacial e é um esquema de diferenca central que acarreta em uma segunda
ordem de acuracia temporal.

£ — 0.5¢;8,,t — 0.58,) = —t[£°I(r, t) — £ (r — ;8 t — 8] + 0(67) (10)

Com essa aproximacao, é necessario, entdo, resolver as Eq. (3) e (4) para garantir a consisténcia humérica entre o
MSAEBR e as equacGes de Navier-Stokes. Elas podem ser solucionadas diretamente a partir das fun¢Ges de distribuicdo
de equilibrio discretizada pela Eq. (2), de modo que somente essa funcdo de distribuicdo é guardada na rede, reduzindo o
custo de memdria computacional. As novas equacdes para essa solucéo estéo apresentadas nas Eq. (11), (12), (13) e (14),
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com as duas Ultimas sendo, de fato, a evolucéo da densidade e da velocidade macroscépica para cada né da rede. Contudo,
suas implementagOes diretas acarretariam na necessidade de armazenar, ainda, fungdes de distribuigdo e, posteriormente,
traduzir as condicOes de contorno nessas variaveis. Assim, 0 MSAEBR prop6e o uso das propriedades intermedidrias da
rede, identificadas com o sobrescrito *, para evitar esse passo, de maneira que elas sdo evoluidas no lugar da funcao de
distribuicdo e se pode equacionar as condicOes de contorno diretamente nelas a partir das propriedades macroscopicas do
fluido. Por fim, nesse esquema, a Eq. (8) ainda deve ser atendida para garantir a consisténcia numérica entre 0o MSAEBR
e as equacdes de Navier-Stokes.

P =i f(r = ¢Syt — 6,) (11)
p'ut = Yicif 0 (r — ;6. t — 6,) (12)
p(r,t) = p (13)
p(r,u(r,t) = p'u'+ (- DXcf (r+c¢6,t) — (t — Dp(r,t — S)u(r,t —8,) (14)

Finalmente, 0 MSAEBR esta consolidado. Apenas por essas modificagdes, esse procedimento garante algumas
vantagens diretas: como as fun¢des de distribuicdo ndo sdo armazenadas diretamente em cada ponto, menos variaveis
dependentes sdo necessarias na rede, diminuindo o custo de memoéria computacional; e, exatamente por evoluir as
propriedades macroscopicas, é possivel aplicar diretamente as condi¢@es de contorno para elas, sem precisar de adapté-
las a fun¢es de distribuicdo. Ademais, Chen e Shu (2020) afirmam que o MSAEBR tem maior acurécia e estabilidade
numeérica do que o0 MBR, apesar de ter uma eficiéncia menor, ou seja, necessita de mais iteracfes para convergir, e que
essa metodologia apresenta um desempenho melhor nas condicGes de turbuléncia.

2.3. Caixa de Fluido (Lid-driven Cavity)

A caixa de fluido (Lid-driven cavity) foi escolhida para ser analisada por ser um problema tradicional da literatura,
muito bem documentado. O problema consiste numa cavidade quadrada 2D, repleta de um liquido incompressivel, cujas
paredes laterais e a inferior sdo rigidas, isto é, a velocidade macroscépica dos pontos do fluido em contato com essas
extremidades é zero (condi¢do de contorno de ndo deslizamento). Por sua vez, a parede superior estd em contato com uma
tampa com velocidade horizontal u, constante, influenciando a superficie do liquido. A Fig. (2) apresenta a configuragéo
visual desse problema.

J U : lid-driven velocity
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Figura 2. Caixa de fluido (Huang e Lim, 2020).

O escoamento é totalmente caracterizado pelo seu Nimero de Reynolds, apresentado na Eq. (15), em que L é a escala
geomeétrica caracteristica da cavidade. Para esse problema, Nimeros de Reynolds menores que 3200 apresentam estado
de escoamento laminar, enquanto que aqueles na faixa de 6000 a 10000 sdo caracterizados como turbulentos (Samantaray
e Das, 2019).
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Inicialmente, o NUmero de Reynolds seria obtido pela Eq. (15) a partir das propriedades macroscépicas reais do fluido
analisado, e adaptado para 0 modelo o espaco do MBR, de forma a decidir L, u, e v que retornem 0 mesmo parametro.
Contudo, como o estudo visa analisar diferentes valores desse adimensional, é possivel partir de um namero pré-
estabelecido dele e coincidir os outros trés. De maneira a discretizar o espago em redes semelhantes para analise, o valor
de L também ¢é fixado como 1 metro, partindo, entéo, para apenas as variacdes das quantias de u, e v, com esse Gltimo
retornando o pardmetro de relaxa¢do z. Por fim, 0 u, deve estar em valores pequenos, de 0.1 a 0.3, para evitar a
instabilidade numérica (Mohamad, 2019). Mesmo que esses parametros sejam diferentes nas simulacBes a serem
comparadas, o resultado deve ser 0 mesmo, pois é sé uma adaptacdo para o esquema de rede do MBR que interfere
somente na estabilidade numérica. Se tratando de um problema D2Q9, os valores tabelados para os coeficientes ¢;, w; e
c? estdo presentes na Tab. 1.

Tabela 1. Coeficientes tabelados para 0 modelo D2Q9 (Mohamad, 2019).

Ci Wi cs
(0,0) 4/9
(£1,0), (0, £1) 1/9 1/3
(1, £1) 1/36

Ao todo, cinco Nameros de Reynolds foram considerados: 400, 1000, 3200, 7500 e 10000, com os trés primeiros
sendo laminares e os dois Ultimos turbulentos. Devido a esperada menor eficiéncia do MSAEBR quando comparado com
0 MBR, foram propostas simulagdes com diferentes nimeros de malhas para a metodologia nova, enquanto que 0 método
convencional s6 foi empregado uma vez para cada NUmero de Reynolds, com os nimeros de n6s sendo aumentados na
circunstancia de turbuléncia. Esse aumento dos pontos da rede aconteceu devido a que o MBR ndo conseguiu simular 0s
casos de turbuléncia com uma malha menor, divergindo nas primeiras inteira¢cdes, confirmando sua menor estabilidade
numerica. Em contraméo, 0 MSAEBR conseguiu simular esses casos mesmo para a menor rede, ndo divergindo até o fim
das iteracdes. Por fim, para analisar o fato de menor eficiéncia, as redes com mesmo tamanho foram simuladas na mesma
quantia de iteragdes, enquanto que as maiores foram com mais lagcos. Como os casos de turbuléncia sdo os principais
alvos desse estudo, eles foram simulados com 450 mil itera¢Ges inicialmente e depois aumentados para 1 milh&o no caso
de Reynolds igual a 7500. A Tab. 2 apresenta as configuraces utilizadas para o estudo.

Tabela 2. Resumo das configuragdes empregadas nas simulagoes.

Numero de Reynolds Condi¢do NUmero de nos NUmero de iteracdes
400 Laminar 129 (MBR) 75 mil para 129 nos e 150
129 e 251 (MSAEBR) mil para 251 nos
1000 Laminar 129 (MBR) 75 mil para 129 nos e 150
129 e 251 (MSAEBR) mil para 251 nos
3200 Laminar 129 (MBR) 150 mil para 129 nés e
129 e 301 (MSAEBR) 300 mil para 301 nés
7500 Turbulento 251 (MBR) 450 mil na primeira
129, 251 e 301 simulacéo e 1 milh&o na
(MSAEBR) segunda
10000 Turbulento 301 (MBR) 450 mil
129, 251 e 301
(MSAEBR)

3. RESULTADOS

Para a analise de resultados, foram plotados a velocidade macroscopica horizontal u e a vertical v de cada ponto da
rede ao longo dos eixos centrais x e y, respectivamente, normalizados pelos valores de entrada u,, e L, respectivamente, a
fim de comparar esses resultados com os dados levantados por Ghia, et al., 1982. As Fig. (3), (4) e (5) apresentam 0s
resultados para Numeros de Reynolds de 400, 1000 e 3200, respectivamente, sendo o0 caso laminar.

Para os trés casos laminares, os resultados aproximaram-se bem com os da literatura, com excecdo em duas regides
de cada grafico parao MSAEBR. Isso decorre da menor eficiéncia prevista para 0 modelo, e que é visivel nesses resultados
devido a consisténcia do MBR, que convergiu com o mesmo ndmero de iteragoes. O refinamento da malha de 129 nds
para 251 e, eventualmente, 301 para a nova metodologia contribuiu para a diminuicdo desse erro identificado, mas que
ainda existiu. Para a convergéncia correta dos dados, seria necessario o emprego desse refinamento somado a mais
iteracfes. No quesito de memdria computacional, para 251 nds e 150 mil iteracdes, o tempo de simulagdo do MSAEBR
foi de 0.47 horas (28 minutos), enquanto que 0 MBR terminou de rodar ap6s 2.72 horas, tempo muito mais excessivo.
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Tal fato, somado a ndo necessidade de adaptacdo das condicdes de contorno para as fungdes de distribuicdo, contribuem
para uma possivel preferéncia de emprego do MSAEBR. Porém, isso ndo elimina a baixa eficiéncia dessa metodologia
em relacdo ao MBR em escoamentos laminares.
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Figura 3. Resultados para Reynolds igual a 400.
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Figura 4. Resultados para Reynolds igual a 1000.
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Figura 5. Resultados para Reynolds igual a 3200.
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Por sua vez, as Fig. (6) e (7) apresentam os resultados para NUmeros de Reynolds de 7500 e 10000 para 450 mil
iteragdes, sendo o caso turbulento. E notdrio, em ambos os casos, a divergéncia dos resultados encontrados com os
esperados pela literatura, inclusive no MBR. Isso se deve ao fato de que esse nimero de iteragdes empregado é baixo para
escoamentos turbulentos, mesmo que ele ocasione a convergéncia nas simulac6es laminares. Por conta disso, as mesmas
malhas foram mantidas e o nimero de iteragGes foi mudado para 1 milhdo para Reynolds igual a 7500, com os resultados
apresentados nas Fig. (8). Nessa figura, é perceptivel a convergéncia do modelo MSAEBR para redes de 251 e 301 nos,
enquanto que o modelo de 129 ainda apresenta erros nos valores finais e necessita de mais iteragdes, mas que néo divergiu
ao ser plotado, diferente do MBR. Por sua vez, mesmo com esse nimero de iteragdes, 0 MBR ainda contempla erros
maiores no resultado final. Tal acontecimento é um fato esperado devido a premissa inicial de que o MSAEBR é mais
estavel em escoamentos turbulentos do que o MBR, mostrando vantagem de seu emprego nesse cenario. Ademais, essa
nova simulagdo ndo foi empregada para Reynolds igual a 10000 devido ao custo de memdria computacional: enquanto
que a simulacéo para 251 e 301 nds no MSAEBR foi de, respectivamente, 5.33 e 15.82 horas para 0 caso turbulento de 1
milh&o de iteragdes, 0 MBR, com apenas 251 nds, demorou 21.12 horas para rodar com esse mesmo ndmero de iteracoes,
e ainda apresentou erros ao final. Como o Reynolds de 10000 exige uma malha mais refinada de 301 nos para essa
metodologia, tal simulacdo demoraria dias, sendo inviavel.
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Figura 6. Resultados para Reynolds igual a 7500 com 450 mil iterac6es.
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Figura 7. Resultados para Reynolds igual a 10000 com 450 mil iteracGes.

Esses resultados indicam, entdo, a preferéncia de aplicacdo do MSAEBR sobre 0 MBR nas situagdes de turbuléncia:
0 menor custo computacional e a maior estabilidade numérica do MSAEBR mostra que o método tem um melhor
desempenho em relacdo ao MBR, além de apresentar maior acuracia nos resultados, fato contrario do observado nas
situagdes de escoamentos laminares.
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Figura 8. Resultados para Reynolds igual a 7500 e 1 milh&o de iteragdes.
4. CONCLUSOES

A vigente pesquisa empregou simulages utilizando-se do MBR e do MSAEBR para diferentes Nimeros de Reynolds
para compara-los em eficiéncia, custo de memoria computacional, acuracia numérica dos resultados e estabilidade
numeérica, sobretudo nas situacdes de turbuléncia, presentes em maior quantia na engenharia.

Para escoamentos laminares, a menor eficiéncia do MSAEBR néo é superada pelo seu menor custo de memoria
computacional, dando-se preferéncia para o emprego do MBR devido a acurdcia e a estabilidade numérica de ambas
metodologias, nessas circunstancias, serem as mesmas. Contudo, uma possivel preferéncia pelo MSAEBR pode surgir se
somar o seu tempo rapido de simulacdo com a ndo necessidade de tratamento das condicfes de contorno em termos das
funcgdes de distribuicdo, tarefa esta complicada e demorada.

E, finalmente, para escoamentos turbulentos, 0o MSAEBR apresentou uma maior eficiéncia, estabilidade numérica e
acurdcia de resultados e menor custo de memdria computacional do que o MBR, possibilitando simulagfes com malhas
menores que nao divergem mesmo para um elevado nimero de iteragdes. Tais vantagens contribuem para 0 emprego
dessa nova vertente do MBR em simulages reais de engenharia, caracterizadas por altos nimeros de Reynolds. O novo
método também possui uma aplicacdo mais direta e pratica do que o método convencional devido a ndo necessidade da
traducdo das condicBes de contorno, sendo mais féacil de ser assimilado por novos estudantes dessas metodologias.
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