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Resumo. O presente artigo apresenta uma revisdo diddtica do método dos elementos finitos. O objetivo é mostrar a
introducdo do MEF através do cdlculo variacional. Como aplicagdo simples propde-se o cdlculo de porticos compostos
pela associagdo de elementos através de barras e vigas de Euler-Bernoulli. Um programa em Matlab foi elaborado para
a ilustra¢do do cdlculo de porticos. Resultados numéricos sdo validados através de solugdes analiticas obtidas pelo
principio do trabalho virtual.

Palavras chave: Elementos Finitos. Pérticos. MEF

Abstract. This article presents a didactic review of the finite element method. The objective is to introduce FEM through
variational calculus. As a simple application, the calculation of frames composed of the association of elements through
bars and Euler-Bernoulli beams is proposed. A Matlab program was developed to illustrate the calculation of frames.
Numerical results are validated through analytical solutions obtained using the principle of virtual work.
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1. INTRODUCAO SOBRE O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

E comum e necessario, na engenharia, o uso de aproximacdes para a resolugio de problemas complexos. O Método
dos Elementos Finitos (MEF) consiste, justamente, em representar uma geometria ou um carregamento de forca dificil
ou mesmo impossivel de ser analisado analiticamente, por meio de sua subdivisdo em partes menores, tratdveis com as
ferramentas matemadticas disponiveis.

Diversas formas de discretizacdo foram desenvolvidas, como o método da treliga, introduzido por Hrenikoff (1941),
que representa um meio eldstico plano como uma colegdo de barras e vigas, ou o trabalho de Courant (1943), que utilizou
elementos triangulares e o principio da energia potencial total minima (brevemente discutido neste artigo) para resolver
problemas de torcao.

O termo “elemento finito” foi utilizado pela primeira vez por Clough (1960). Desde entdo, o método de andlise
tem sido amplamente difundido, com vastas literaturas e periddicos dedicados a sua teoria e aplicagdo. Referéncias
importantes sobre a histéria do método e seu principio sdo apresentadas por autores como Zienkiewicz e Cheung (1967)
e Oden e Reddy (1976).

Atualmente, setores industriais, como o aerondutico, se beneficiam amplamente do método, aplicando-o, por exemplo,
na andlise de asas e fuselagens.

2. CALCULO VARIACIONAL
2.1 Valores Extremos

O cdélculo variacional lida com funcionais, que sao entidades dependentes de funcdes, ou seja, fungdes de fungdes.
Ele estuda métodos para determinar seus valores extremos. Neste caso, serd utilizado o método do principio da minima
energia potencial.

2.2 Operador Variacional

Seja uma fun¢do F dependente de y e de sua derivada y’, dada por F(x,y,y’), sua solugdo exata seria uma fungdo
y(x), porém, podemos aproximé-la por uma fungio admissivel §(z), de modo que essa nova fungéo satisfaga as condigdes
de contorno.



Vitor Ramos Vasques, Prof. Dr. Carlos H. Daros
Andlise de Pérticos de Euler-Bernoulli através do Método dos Elementos Finitos

y(x) = y(z) + A-n(z) (D

O termo 7(x) é uma fungdo arbitrdria, que satisfaz as condi¢des de contorno, somada a fungéo exata, enquanto A é um
valor pequeno o suficiente para minimizar o erro. O termo A - n(x) é chamado de variacdo da funcio exata, e pode ser
expresso como: 0y = A - 7(x)

A fungfo admissivel §(x), pode ser derivada como qualquer outra fungdo, e a derivada da sua variagdo pode ser
representada por dy’. Com isso, € possivel escrever a fun¢do F em termos da fun¢do admissivel e encontrar a variagio da
fungdo, ou seja, a F aplicada a §(z) e §’(x), subtraida da F aplicada a y(z) e y/(x).

Fazendo, portanto, a varia¢do de F, expandindo em série de Taylor a F(x, 7, 3’) e simplificando os termos, obtém-se a

relagdo mostrada na[Equagdo 2}

oF oF

AF = F(z,y + 06y, 4 +0y) — Fz,9,9") = o= -0y + 7~ -0y + ... 2)
dy 9y’

Observa-se na o operador variacional. Essa ferramenta matemdtica possui as mesmas propriedades do

operador diferencial e, de forma andloga as fungdes diferenciais, a variagéo de F(x,y,%’) indica seus extremos quando
igualada a zero.

3. METODO APROXIMADO DE RAYLEIGHT-RITZ

Com a ferramenta do célculo variacional apresentada na [Se¢do 2. € possivel, agora, encontrar fun¢des aproximadas
para funcionais. O método de Rayleigh-Ritz utiliza essa ferramenta para obter solu¢des aproximadas para flechas em
vigas, como serd apresentado a seguir.

De inicio, deve-se encontrar o funcional. Tratando-se de vigas ou colunas sujeitas a cargas, é possivel afirmar que a
energia potencial aplicada é armazenada como energia interna, desde que nao se ultrapasse o regime eldstico. Este é o
principio da energia potencial estaciondria, onde ndo hé dissipacdo de energia ou essa dissipag@o pode ser desprezada.

Como exemplificagdo, considera-se a viga biapoiada apresentada a seguir:

1F

VAN JAY

As parcelas energéticas atuando na viga sero:

Epotencial = F' -y — com y o deslocamento devido a forca

1 L
Einterna = BT / M?(z)dx — Energia sendo armazenada 3)
"E-1J,

Epotencial = Finterna — Energia potencial € armazenada em energia interna

IT = Einterna — Epotenciar — Isolando os termos obtém-se o principio da energia potencial estaciondria

Onde E é o médulo de elasticidade do material, I é o momento de inércia da segdo transversal, M (x) é o momento
atuante ao longo da viga e L € seu comprimento total. A modelagem da viga € feita como uma linha, assumindo que
seu comprimento € muito maior que sua area de secdo transversal. Também, para esse caso, a parcela de energia interna
de cisalhamento pode ser descartada, por representar um valor muito menor que a energia interna devido ao momento.
Assim, aplicando o principio da energia potencial estaciondria e expressando o momento em funcio da flecha, obtém-se:

) L
II= £ / (v"(x))?dx — F - v(x) 4)

0

Neste momento, assume-se uma fungdo aproximadora para a fungdo exata da flecha y(z), sendo conveniente uma
aproximacao polinomial. Quanto maior a ordem do polindmio, melhor serd a aproximagao.

y(z) = v(z) = Zaz- -z (5)
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Aplicam-se as condi¢des de contorno conhecidas a essa fungio aproximadora. Neste exemplo, as condi¢des cinema-
ticas sdo v(z = 0) = v(z = L) = 0. Com as condi¢des de contorno aplicadas, introduz-se a fungio aproximadora
no funcional e, em seguida, realiza-se a variagdo desse funcional, conforme deduzido na[Equacao 2] por fim iguala essa
variag@o a zero para garantir a estacionariedade, conforme mostrado a seguir.

oIl oIl
= —". —_ . . —_ .
0 8a0 6a0 + 8@1 6(11 + + 80,7,,

Como da,, sdo arbitrdrias e diferentes de zero, a tnica conclusio é que 911/0a; = 0

San =0 (6)

Isso permite encontrar um conjunto de n equagdes linearmente independentes que, quando resolvidas, fornecem as
constantes a;, possibilitando determinar a fun¢do aproximadora v(x).

4. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Observando o método de Rayleigh-Ritz apresentado na[Sec@o J.é possivel perceber que, se uma geometria ou carre-
gamento complexo for discretizado em partes menores, tornam-se vidveis solu¢des antes desconhecidas ou muito dificeis
de serem feitas analiticamente. Ao resolver a geometria original em dominios discretos simplificados, chega-se a proposta
fundamental do Método dos Elementos Finitos.

4.1 Discretizacao

De inicio, deve-se observar o dominio do problema e discretizd-lo em elementos menores. A atenc¢do nessa etapa
facilita a resolugdo. Deixar for¢as ou momentos concentrados entre elementos simplifica o cdlculo e a andlise. Em casos
de carregamentos distribuidos, onde se deseja obter, além da flecha, o esfor¢o cortante, rotacdo e momento fletor, convém
inserir mais elementos na regido carregada para melhorar a resolucao, conforme ilustrado abaixo.

F, W/—qg(—)w—q/ LFy M F, Wq‘g%‘_)?lﬂr LEy M
— O | — i 1 O |

4.2 Funcoes de forma

Seguindo a ideia apresentada na[Sec@o 3.agora, para cada elemento criado, serd feita uma aproximagao polinomial.
Para a aproximacao de vigas, serd utilizado um polindmio de ordem trés. Para a aproximacao de barras, serd utilizado um
polindmio de ordem dois.

Devem-se aplicar as condi¢des de contorno para cada uma dessas equagdes. As juncdes dos elementos sdo chamadas
de nés, e em cada né assume-se (u1,us), (v1,v2), (01, 62) como os deslocamentos longitudinais, transversais e rotagdes
do primeiro e segundo né do respectivo elemento. Dessa forma, devem ser aplicadas essas condi¢des de contorno arbitra-
rias a cada uma das equagdes dos n elementos.

Como resultado final, haverd n equagdes denominadas fun¢des de forma, uma para cada elemento, com a seguinte
estrutura de maneira mais geral para barra e viga, respectivamente:

Up = U (1 — &) + u2é
U = (1 =362 4 28%)vy + (€ — 28 + )10, + (367 — 28%)va + (€ — 2¢7)16

Onde ¢ = x/L,,, com L,, o tamanho do respectivo elemento .

(7

Essas equagdes fornecem a flecha e o deslocamento longitudinal ao longo do comprimento de cada elemento e, como
temos n equagdes, € possivel obter o comportamento de todo o dominio do problema. Observe que a flecha pode ser
derivada para obter a rotacdo, o0 momento fletor e o esfor¢o cortante ao longo do comprimento. Porém, por ser uma
fungdo de ordem trés, o momento (segunda derivada da flecha) e o esforco cortante (terceira derivada da flecha) perdem
qualidade na aproximagdo. Isso justifica a necessidade de utilizar uma quantidade maior de elementos nas regides onde
h4 variagdes dessas forgas, como em carregamentos distribuidos. Da mesma forma, a primeira derivada do deslocamento
longitudinal fornecerd o esfor¢o normal ao longo de z, porém com perda de qualidade na aproximacao.

4.3 A matriz de rigidez

Para cada elemento, serd montado o seu respectivo funcional, similar ao apresentado na[Equacdo 4] Quando se trata
apenas de vigas, sem forcas longitudinais, a energia interna de todos os funcionais serd igual a apresentada na[Equacao 4}
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mudando apenas a expressdo da energia potencial, a depender da caracteristica da forca, que serd tratada na[Subsecdo 4.4

Quando a funcdo de forma v,, da[Equacdo 7|for substituida na expressao da energia interna do funcional e for realizada
a minimizacdo desse funcional, como ja ilustrado, obtém-se quatro equagdes com valores que multiplicam os termos
v1, 01, v2,05. Esses termos, organizados em forma matricial, ddo origem a matriz de rigidez local, que representa a
quantidade de energia necessdria para deformar o elemento. Ela apresentard o seguinte formato:

12E1 6EI 12EI  6EI
L3 L3 L3 L3
6E1 4EI  _6EI  2EI
2 2
k= Lz L, %3 L, ()
_12EI _6EI 12BEI  _ GEI
L3 L3 L3 L3
6E1 2BI  _6EI  4EI
2 Ln L2 Ln

Quando se trata de pdrticos, nos quais hd a contribuicio de vigas e barras, haverd, além da energia interna devida ao
momento fletor, a energia interna associada a forca normal. Aplicando-se v,, para a energia devida ao momento fletor,
como j4 citado, e u,, da para a energia devida a forca normal, de maneira andloga, serd obtida uma matriz
multiplicando os termos w1, v1, 61, ug, v2, f2 conforme mostrado abaixo.

EA EA
I 0 0 . 0 0
0 1281 6EI 0 _12EI  6EI
L3 L2 L3 Lz
0 6EI 4EI 0 _GEI 2B
k= o L3 Ly o L2 Ln )
- 0 0 o 0 0
0 _12E1 6EI 0 12EI _ 6EI
L Lz L3 L2
0 6EI 2B 0 __BEI 4B1
i 2 T L2z T

4.4 A matriz de cargas nodais equivalentes

A energia potencial aplicada sobre o elemento resultard na matriz de cargas nodais equivalentes. Essa matriz indica as
forcas de translagdo e rotagdo aplicadas em cada n6 do elemento.

A posicdo e a natureza da forga aplicada no elemento influenciardo diretamente nos esfor¢os nodais. Como exemplo,
considere uma viga biapoiada, conforme mostrado anteriormente na[Secao 3. Ela esté discretizada por um tnico elemento
de comprimento L, que corresponde ao comprimento total da viga. Agora, a viga estd submetida a um carregamento
distribuido uniforme ¢, atuando para baixo ao longo de todo o seu comprimento. A energia potencial associada a esse
sistema serd dada por:

L
Epotencial = _/ Q(LU) . U(ﬂ?) dx (10)
0

Ao minimizar o funcional, essa parcela de energia trard uma constante em cada uma das quatro equagdes do tipo:

L,q L2q L,q L2.q r 11
= =n 4 n n _ n
" 2 12 2 12 aDn
Serd observado que aquelas forgas ou momentos aplicados diretamente aos nds, ou seja, no inicio ou no fim dos
elementos, serdo posicionados na matriz de cargas nodais equivalentes, com seu valor na respectiva posi¢do de atuagao
u, v, 6. Por exemplo, para a viga apresentada a seguir, com dois elementos e trés nés sua matriz de rigidez sera do tipo:

vy T\‘/)M |

7":[0 0O F M 0 O}T:[Ul 91 (%) 92 V3 (93]T (12)
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4.5 Os eixos de referéncia

Todas essas matrizes sdo validas para os eixos locais de cada elemento. Quando resolvemos os n elementos do sistema,
e esses elementos sdo rotacionados entre si, € necessdrio adotar um sistema global e utilizar a matriz de mudanga de
varidveis que relaciona os angulos dos eixos locais aos eixos globais. Para isso, utilizamos a dlgebra linear e determinamos
a matriz de transformag@o, conforme mostrado a seguir.

Seja um elemento qualquer do sistema, com seus eixos locais formando um angulo o em relagdo aos eixos globais,
conforme ilustrado na figura:

Y

A sua translacdo de eixos sera:

x =X cos(a)+Y - sin(a)
v=—-X " sin(a)+Y - cos(a) (13)
=0

A matriz de transformacao dos eixos locais para os globais serd, portanto:

cos(a)  sin(a) 0
T = |-sin(a) cos(a) 0 (14)
0 0 1

Tem-se, assim, que as matrizes de rigidez, de cargas nodais equivalentes e de resultados devem ser transformadas para
o sistema global conforme:

T

Kglobal =7 - klocal -T
T

Rglobal =T “Tiocal (15)
-1

V:global =T7" - Viocal

4.6 Os resultados do sistema

E montado assim o sistema de equagdes nos eixos globais. Com a matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais
transladados, é possivel montar a matriz de rigidez global final, que serd quadrada, de tamanho ¢ - d, sendo 7 o nimero de
nds do sistema e d a quantidade de graus de liberdade por né, sendo dois para vigas (v, #) e trés para porticos (u, v, §). O
vetor de cargas nodais finais serd, portanto, um vetor coluna também de dimensao i - d.

Havera uma sobreposi¢cdo das matrizes de rigidez locais na matriz global final, bem como o vetor de cargas nodais
equivalentes final. Essa sobreposi¢c@o considera os graus de liberdade que sdo comuns entre os elementos.

Como exemplo, observe a viga com dois elementos: ela terd duas matrizes de rigidez locais de tamanho 4 x 4. Porém,
com 3 nds e 2 graus de liberdade por nd, sua matriz de rigidez global final serd do tipo 6 x 6. Observa-se que o n6 2
apresenta deslocamentos e rotagdo em comum com o elemento 1 e 2.

t1 02 $3
[ 12B1 6E1 _12EI 6E1 0 0 |
Ly Li L Ly
651 4E1 _6EI 2E1 0 0
L% Ly L% Ly
12E1 6EI 12EI | 12EI 651 | GEI 12EI  6EI
] L2 3 + 3 T2 + 2 L3 2
Kglobal — 1 1 1 2 1 2 2 2 (16)
651 2BI  _ GBI | GBI  4BI , 4BI  _GEI  2BI
L? Ly L? L3 Ly Ly L3 Ly
0 0 _12EI _6EI 12EI  _ BEI
L3 L3 L3 L3
0 0 6E1 2E1 _6EI  4EI
L2 Lo L3 Ly
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Ao final, monta-se o sistema

[K]-[V] = [R] (17

que quando solucionado, trard os valores

e

V:[ul U1 91 U2 V2 92 (18)

que sdo os deslocamentos longitudinais, transversais e rotacdes em cada ponto no sistema global. Retornando esses
resultados aos seus respectivos eixos locais, € possivel aplicd-los as fungdes de forma v,, e u, da[Equagdo 7] obtendo,
assim, além dos deslocamentos e rotagdes nos nés, os deslocamentos ao longo do elemento. Com suas derivadas, também
se obtém a rotagdo, o momento fletor, o esforco cortante e a forca normal de todo o sistema.

5. APLICACAO

Deseja-se obter os deslocamentos e rotagdes dos quatro pontos A, B, C, D da seguinte pega, sujeita a uma forga Q1.
Sabe-se que sua drea é constante, da mesma forma que seu momento de inércia e médulo de elasticidade:

C D
>
Q1
L
Y
A=
wl ¢ |
B! L AF T
R E—

Os dados sio:
» I =8-107° [m*] — Momento de inércia da segdo transversal | A = 0.0645 [m?] — Area da segdo transversal
e F=2.07-10" [Pa] — Médulo de elasticidade | Q1 = 44500 [N] — Forca atuante
* L =3 [m] — Comprimento
5.1 Métodos de validacao
5.1.1 Estatica

De inicio, observa-se que se trata de um problema isostatico. Pela estatica, obt€ém-se as reacdes no engastamento em
A, servindo como uma das bases para validar o método numérico que serd construido:

F, = —Q1 = —44500 [N] — No sentido oposto ao positivo de x
M, = Q- L =133500 [N - m] — No sentido anti hordrio

5.1.2 Trabalho virtual

19)

Aplicando o principio do trabalho virtual no ponto B, obtém-se o deslocamento A no sentido de y, de forma a obter
mais uma valida¢do do método numérico:

L? -y
2-BE-1
5.2 Elementos finitos

A= = 0.036277 [m] (20)

5.2.1 Malha

Na peca em questdo, observa-se que as forcas atuantes sdo simples, ndo havendo nenhum tipo de carregamento distri-
buido, e também ndo € necessario o diagrama de esfor¢o cortante ou momento fletor, apenas os deslocamentos e rotacoes
nos pontos desejados. Logo, trés elementos sdo suficientes, sendo o elemento 1 entre Be Acomné 1 em Aend2em B,
o elemento 2 entre B e C'com né 3 em C' e o elemento 3 entre C'e D com n6 4 em C. As suas coordenadas locais ficardo
conforme a figura:
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CysT 3 D

Essa malha, portanto, teré:

¢ 3 elementos

* 4 nés

e 12 graus de liberdade — 12 = Nejementos * Mns » Onde n = nimero

5.2.2 Matriz de rigidez

Como os elementos tém a mesma area, médulo de elasticidade e momento de inércia, a matriz de rigidez de cada um

deles, apresentada na[Equacdo 9] nos respectivos sistemas locais, serd numericamente igual:
4.4505 0 0 —4.4505 0 0
0 0.0074  0.0110 0 —0.0074 0.0110
T 0.0110  0.0221 0 —00110 0.0110 | g
Mi=k=k=1_44505 0 0 44505 0 o | @D
0 —0.0074 —0.0110 0 0.0074  —0.0110
0 0.0110 0.0110 0 —0.0110  0.0221

Deve-se atentar que cada uma dessas matrizes deve ser multiplicada pela matriz de rotagdo mostrada na[Equacao 14|
com seu tamanho ajustado para 6 x 6, com os respectivos dngulos « entre os eixos global e local, para que o sistema esteja
representado em um mesmo referencial.

Observa-se que cada matriz de rigidez local € do tamanho 6 X 6 e, como exitem 4 nés, com cada né apresentando 3
graus de liberdade u, v, 6, a matriz de rigidez global final deve ser do tamanho 12 x 12, portanto havera a sobreposi¢io
dos graus de liberdade em comum entre os elementos, conforme exemplificado na[Subsecdo 4.b

5.2.3 Matriz de cargas nodais equivalentes

No problema em questdo, observando no eixo global, existe apenas uma forga aplicada na dire¢do u no ultimo nd.
Portanto, forcas concentradas em n6s sdo diretamente aplicadas ao vetor de cargas nodais.

T

(1x12) (22)

Rz[OO...OOOQlOO]
5.2.4 Resolucao

Deve-se aplicar as condi¢des de contorno para que o sistema seja possivel e determinado. Observa-se que o né 1, no
engaste em A, ndo apresenta nenhum movimento. Dessa forma, sdo removidas as trés primeiras linhas da matriz K global
e anuladas suas trés primeiras colunas. Da mesma forma, as trés primeiras linhas da matriz R sdo anuladas.

6. Resultados

Resolvendo o sistema, obtém-se, portanto:

V:[O 0 0 0 0.0363 -0.0242 0.0967 0.0363 —0.0363 0.0968 —0.0726 —0.0363]m (23)

Observa-se que a posi¢do correspondente a y no né 2 coincidiu com os valores obtidos pelo trabalho virtual. E, se for
realizado o célculo.

[Kgtobat] * [Vatobal] = [Rygiobai] 24)
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com o resultado Vy;opq; Obtido, serdo retomados os valores nas reacdes de engaste na matriz de cargas nodais equiva-
lentes, que haviam sido zeradas para a solugdo do sistema. Obtendo os mesmos valores calculados pela estatica.

R=1,0x10°-[ —0.4450 0 1.3350 0 0 0 0 O 0 04450 0 0] N (25)

Graficamente, pode-se plotar a posicdo dos nds da estrutura e observar suas deformagdes como apresentado na
Neste caso, ndo utilizaram-se as fungdes de forma — os nds foram apenas unidos por retas.

Posicoes (x,y) dos nos ¢/ carregamento comparado a posicao s/ carregamento

=8— posicao inicial
=8— posicao final

—

35

25

05

o0&
0

05 1 15 2 25 3 35
m

Figura 1. Deslocamento dos nds apds aplicagdo da forca
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