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Resumo. A turbuléncia pode ser entendida como um fendmeno cadtico, tendo em vista sua imprevisibilidade, na qual a
sutil variacdo de um pardmetro pode gerar grandes diferencas em relacdo a pardmetro inicias. Dessa forma é importante
o entendimento de sistemas caoticos para melhor compreensdo do fendmeno, e para isso tomou-se um conjunto de equa-
¢do e foi feita a sua resolucdo utilizando diferentes métodos de cdlculo numérico, de mesma ordem, e comparagoes para
resolugcdes com sutis variagoes de pardmetros iniciais de modo a verificar a caoticidade. E com o intuito de verificar as
convergéncias dos métodos, foi feita a comparagdo entre eles, e também em relagdo a uma solugdo continua para uma
fungdo ndo cadtica e cujo resultado continuo fosse conhecido e calculou-se a norma L2, assim obtendo resultados para
essas comparagoes.
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Abstract. Turbulence can be understood as a chaotic phenomenon, given its unpredictability, where subtle parameter
variations can lead to significant differences compared to initial parameters. Therefore, understanding chaotic systems is
important for a better comprehension of the phenomenon. To achieve this, a set of equations was taken and solved using
different numerical calculation methods of the same order. Comparisons were made for resolutions with slight variations
in initial parameters to verify chaos. To assess method convergences, comparisons were made among them and also
in relation to a continuous solution for a non-chaotic function, whose continuous result was known. The L2 norm was
calculated, obtaining results for these comparisons.
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1. INTRODUCAO

A turbuléncia € um campo amplamente utilizado no estudo de mecanica dos fluidos. Seu entendimento possibilita a
compreensdo do problema e por vezes evitd-lo. Afinal, em certas ocasides como no voo de uma aeronave, t€ém-se que a
turbuléncia € indesejada uma vez que poderia acarretar em acidentes e instabilidades envolvendo a aeronave. Contudo
para sua compreensdo, faz-se necessdrio o entendimento do conceito de caos, e como identificar sua ocorréncia e sua
influéncia nos mais diversos tipos de equacdo.

No estudo das equagdes cadticas pode ser destacada principalmente a imprevisibilidade, que pode ser identificada
quando na sutil mudanga de pardmetro inicias, resultados completamente diferentes sdo encontrados, e ao utilizar métodos
numéricos de mesma ordem sdo encontrados resultados com significantes diferengas, apds determinadas quantidades de
iteragdes. Nesse sentido diversos autores publicaram sobre o tema, como (Devaney, 2003) que define um sistema como
cadtico se nele ocorrer trés critérios, a densidade de pontos periddicos, a transitividade e sensibilidade as condi¢des
iniciais. O presente texto serd voltado principalmente ao ultimo, que diz que dado um zy qualquer no dominio de uma
fung@o, e um 5 > 0, existird um € > 0 tdo pequeno quanto queira, tal que apds um nimero suficiente de iteradas sera
obtido | f&o) — f(’;o " E)| > [, e € essa condi¢do que possibilita a visualizagdo de um sistema cadtico. Ou seja, quando a
sutil variacdo de um parametro inicial gera resultados diferentes ap6s uma quantidade suficiente de iteragdes.

Essa discrepancia de resultados também ¢ esperada para os casos em que se utiliza integradores diferentes, ainda que
de mesma ordem. Afinal apés a primeira iteragdo, as condi¢des para a segunda iteragdo vao estar com uma diferenca,
ainda que infinitesimal, e do enunciado de (Devaney, 2003), pode-se obter nimeros, tdo proximos quanto se queira, que
apos certa quantidades de iterag@o irdo destoar os resultados. Dessa forma, ao resolver um sistema, e esse for cadtico, os
resultados destoardo para métodos de integracdo de mesma ordem.

2. METODOLOGIA

Nesse sentido, a fim de verificar essas condi¢des e obter melhor compreensdo desse fendmeno, foi estudado o sistema
de Lorenz para diferentes métodos de Runge-Kutta de mesma ordem, e para um mesmo problema com uma sensivel
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variagdo em uma parametro inicial, a fim de verificar a caoticidade desse sistema. Foi feito, também, a validacdo para
verificar a acurdcia de cada método.

2.1 Sistema de Lorenz
2.1.1 Modelo Matematico

Para estudar sobre sistemas caéticos foi escolhido o Sistema de Lorenz que descreve um fendmeno matemético, sem
significado fisico mas por meio da sua resolucéo pode-se facilmente evidenciar a sua caoticidade em um sistema de EDO.
As Equacdes de Lorenz sdo dadas pelas Eq. (1), Eq.(2) e Eq.(3).

i=o(y—uz) (1)
y=a(r—z)—y (2)
Z=axy— Bz 3)

Nessas equagdes &, y e Z, sdo as derivadas parciais em real¢do ao tempo para cada variavel dependete, e o, r, e 3 sdo
contantes.
Para o presente texto, adota-se ¢ = 10, r = 28 e ¢ = 8, como constantes para as equacdes, € como condi¢des iniciais

T(to) = Y(to) = Z(to) = 0, 1.
2.1.2 Modelo Numerico

Assim, partindo do modelo matematico diferencial foi utilizado dois integradores de Runge-Kutta para a resolugio do
problema, sendo um com quatro estigios e outro com cinco estagios, com o intuito de comparar as solu¢des de cada um
dos métodos, e poder evidenciar as discrepancias que os resultados podem apresentar entre si.

Calculou-se também, utilizando o integrador de Runge-Kutta com cinco estidgios duas solu¢do sendo uma com as
mesmas condi¢Oes que o teste anterior, e para a outra foram utilizados como condig¢des iniciais x(;,) = 0,100001 e
Y(to) = Z(to) = 0, 1, visando verificar que uma minima variagéo nos pardmetros de entrada irdo causar grandes diferengas

nos resultados. E valido ressaltar que em ambos os testes, ty = 0.
2.2 Equaciao Continua

Foram, também, realizados procedimentos similares, usando os mesmos integradores, para verificar a precisdo deles
e analisar a sua validade. Para isso foi utilizada um problema, para o qual se conhece a solug¢do continua, e comparou a
solu¢do desse mesmo problema aos métodos de Runge-Kutta, que foram utilizados pra resolver o Sistema de Lorenz.

2.2.1 Modelo matematico

Assim foi selecionada uma EDO, cuja solu¢@o continua e conhecida para os valores iniciais escolhidos. Esses sistema
estd disposto na Eq. (4).

{x’z%—kcos(ﬂ'xt) @
I’(l) =0
Cuja solugdo analitica € dada pela Eq. (5):
sin(m X t
2 = log(t]) + Snm < D) 5)

2.2.2 Modelo nimerico

Foi, portanto, resolvido o sistma pelos métodos de Runge-Kutta citados anteriormente, e foi feita a comparacdo de
cada método com a solucdo continua e entre eles, mas, também, foi feita uma comparacio para uma pequena variagdo no
pardmetro inicial. Além disso foi calculada a norma Ly para cada comparacdo. A norma Lo € dada pela Eq. (6).

x2 4+ 2.
LQ — (Z 14 21) (6)
n
3. RESULTADOS

Assim, foi criado uma rotina no Software MATLAB, para que se fosse possivel resolver numericamente todos os
problemas usando-se diferentes tipos de integradores, e também as diversas condigdes.
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Figura 1: Diferencas entre os métodos de integracdo usados para resolver os Sistema de Lorenz; Resultado da solucio de
cada método: (a) utilizando o integrador de Runge-Kutta de 4% ordem e quatro estagios; (b) utilizando o integrador de
Runge-Kutta de 4% ordem e cinco estdgios; e (c) a diferenca dos resultados de cada método.

3.1 Sistema de Lorenz
3.1.1 Modelo Namerico

A Fig. 1 mostra as solugdes de cada um dos métodos de integragdo numérica, além da comparacéo entre eles.

Portanto, é notério que por mais que sejam utilizados integradores de mesma ordem, ou seja, que possuem mesma
acurdcia, o fato de uma diferenca infinitesimal entre uma iterac@o e outra, geraram resultados com grandes diferengas
apds uma certa quantidade de iteragdes.

A Fig. 2 mostra os resultados em que se utiliza diferentes condi¢des inicias, e a comparacio entre eles, pela qual se
perceve que, mesmo uma minima mudanga nos pardmetros inciais, pode causar uma grande discrepancia de resultados
ap6s uma quantidade suficiente de iteragdes.

Nesse grifico observou-se que qualquer mudancga, ainda que muito sensivel, nas condicdes iniciais se propaga e
gera um fendmeno completamente imprevisivel, e assim verificando-se o que enunciou (Devaney, 2003) a respeito da
sensibilidade as condicdes iniciais.

3.2 Equacio Continua

Assim, para a equagdo continua, a qual € possivel obter a exata solugdo, foi possivel a comparacdo deste resultado
com as solugdes nimericas para ambos os métodos de Runge-Kutta, a comparacio entre eles, além da comparagdo de um
mesmo método com variagcdo no parametro inicial.

3.2.1 Modelo nimerico

Na Fig. 3, pode-se ver a comparagao feita entre os métodos de Runge-Kutta de quarta ordem, para a qual resultou em
um norma L2 1, 1881 x 10712,

Para o segundo caso foi utilizado o Runge-Kutta de quatro estdgios em comparacio a solu¢io continua, e dessa forma
foram novamente comparados os resultados e calculou-se a norma L2, para a qual resultou em 1,1228 x 1072, Essa
comparagdo pode ser vista na Fig. 4.

Foi feita a mesma comparacio para o Runge-Kutta de cinco estagios e a solugdo continua, conforme mostra a Fig. 5,
para a qual foi obtida uma norma L2 de 6, 5419 x 1014,
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Figura 2: Diferencgas quando se utiliza pardmetros iniciais com uma sensivel diferenca para um mesmo método de inte-
gragdo: (a) utilizando z(;,y = 0, 1; (b) utilizando z ;) = 0,100001; e (c) a diferenga dos resultados para cada condig@o.
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Figura 3: O primeiro grafico mostra o resultado obtido por meio do Runge-Kutta com quatro estigios, o segundo com
cinco estdgios, e por fim a diferenca entre eles.
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Figura 4: O primeiro grafico mostra o resultado obtido por meio do Runge-Kutta com quatro estagios, o segundo a solucio
continua, e por fim a diferenca entre eles.
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Figura 5: O primeiro grafico mostra o resultado obtido por meio do Runge-Kutta com cinco estdgios, o segundo a solugao
continua, e por fim a diferenca entre eles.
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Figura 6: O primeiro grdfico mostra o resultado obtido por meio do Runge-Kutta com cinco estégios, utilizando z(;) = 0,
o segundo utilizando x (1) = 0,000001, e por fim a diferenga entre eles.
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Por fim, realizou-se uma comparag@o usando o Runge-Kutta de cinco estdgios, sendo uma solugdo com x (1) = 0, e a
outra com (1) = 0,000001, esse resultado pode ser visualizado na Fig. 6.

Nota-se que os resultados permaneceram similares e com diferenca constante ap6s as iteragdes, apesar da diferenca
das condig¢des iniciais, o oposto do que ocorreria em um sistema cadtico.

Dessa forma, evidencia-se que os resultados se aproximam bastante do continuo, independente da escolha do método,
e, inclusive, quando comparado os dois métodos os resultados de ambos sdo bem préximos, € o erro obtido estd na ordem
de 10~!2. Além disso, verificou-se que para sistemas que ndo sdo cadticos, a minima variagio de um pardmetro nio
reflete em um resultado distoante.

4. CONCLUSAO

Portanto, por meio do Sistema de Lorenz, é possivel observar o fendmeno da caoticidade e ter melhor visao sobre
como minimas variagdes de pardmetro podem afetar um resultado apds quantidades suficientes de iteracdes, e que até
mesmo diferentes métodos de integracdo proporcionam grandes diferencas nas solugdes de sistemas cadticos. Apesar dos
métodos de integragcdo serem diferentes, foi feito uma andlise sobre uma EDO cuja solugdo continua era conhecida, e
comprovou-se a acurdcia dos métodos, além de comprovar que em sistemas em que nio se ocorre caos a sensibilidade as
condicdes pode ndo ser observada.
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