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Resumo. O trabalho oferece uma abordagem teérica dos métodos numéricos aplicados a solucdo de equacdes
diferenciais parciais (EDPs). Em um primeiro momento realiza-se uma revisao das séries de Taylor e sua implementacao
na diferenciacdo numérica, destacando o Método das Diferencas Finitas como uma técnica para aproximar derivadas,
neste caso, de primeira e segunda ordem. Em seguida, explora-se a solu¢do de EDPs de segunda ordem, como a equagao
de Laplace, equagdo unidimensional da onda e equacéo da difuséo, através do Método das Diferencas Finitas. S&o
analisados exemplos praticos, incluindo a determinacao da distribuicéo de temperatura em placas quadradas em regime
permanente além da evolucdo temporal da temperatura em regimes transientes. O estudo enfatiza a relevancia e
aplicabilidade dos métodos numéricos na solucéo de problemas de engenharia e fisica.

Palavras chave: Numérico. Difusdo. Laplace. Derivadas. Engenharia.

Abstract. This work presents a theoretical approach to numerical methods applied to the solution of partial differential
equations (PDEs). Initially, a review of Taylor series and its implementation in numerical differentiation is conducted,
highlighting the Finite Difference Method as a technique to approximate derivatives, in this case, first and second order.
Subsequently, the solution of second-order PDEs such as Laplace's equation, the one-dimensional wave equation, and
the diffusion equation is explored through the Finite Difference Method. Practical examples are analyzed, including the
determination of temperature distribution in square plates under steady-state conditions and the temporal evolution of
temperature in transient regimes. The study emphasizes the relevance and applicability of numerical methods in solving
engineering and physics problems.

Keywords: Numerical. Diffusion. Laplace. Derivatives. Engineering.
1. INTRODUCAO

Segundo Cristina e Cunha (2003) a maioria dos fendmenos fisicos € modelada matematicamente por meio de
equac0es, ou sistema de equacles, que envolvem derivadas parciais da fungdo incégnita. Considerando que a solugéo
analitica de muitos problemas de derivadas parciais é restrita a geometrias e condi¢fes de contorno simples (Berman,
2014), o uso de métodos numéricos se torna indispenséavel para estudo de diversos fendmenos.

Para dar inicio ao estudo de métodos numeéricos para resolucdo de EquacBes de Derivadas Parciais (EDP’s) é
necessario, primeiramente, relembrar o desenvolvimento em séries de Taylor abordado por Stewart (2009). Assim,
considere esse desenvolvimento em torno de a, Eq. (1).

f(X)=f(a)+f(a)( )+f”( )( ) +f"(a )( a) +e+ fM(a )¥+Rn+1 (1)

onde f é uma funcdo que possui derivadas de todas as ordens e (1) uma série convergente em algum intervalo
|x —al < R € R. Como (1) é convergente, é possivel reescrever f(x) como:

f(x) = T, (x) + Ry (x) O]

ou seja, a partir da equacéo (2), pode-se afirmar que f(x) é a soma de um polindmio de Taylor de grau n de f em a
com o resto R da série de Taylor. Se f(x) = T,(x) + R,(x), onde T, é o polindbmio de Taylor de grau n de fem a e
lim,_oR,(x) = 0para |x —a| <R, entdo f(x) é igual a soma de sua série de Taylor no intervalo |x — a| < R.

A partir deste desenvolvimento é possivel aproximar fungdes (trigonométricas, exponenciais, logaritmicas, etc.) por
polindmios, facilitando alguns célculos. Ademais, pode-se dizer também que se a funcdo em questdo possui derivadas
continuas de todas as ordens, a série converge e, desta forma, a série das derivadas também converge, possibilitando o
uso para desenvolver métodos de diferengas finitas.
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1.1. Método das diferencas finitas

Conhecido o desenvolvimento em séries de Taylor, é possivel utilizar o método de Diferencas Finitas, método de
resolugcdo numérica que tem por base a aproximagdo de derivadas por férmulas de diferencas finitas (Zill 2001), para
solucionar Equacdes de Derivadas Parciais. Dentre as aplicagdes do método se encontra a solucdo da equacdo da onda,
equacao do calor unidimensional, equacdo de Laplace, equagao da difusdo e outras equagdes aplicadas a vibragdo, analise
de temperatura e distribuicdo de tensdo. Para obter as aproximacées, considera-se x = a + h, onde h > 0, assim, da Eq.
(1) obtém-se a Eq. (3):

(h)2 (h )

3 n
fa+tm =@+ r@2 + @8 @ L g s o & ®

Para obter-se a aproximacéo para a derivada de primeira ordem, considera-se f(a + h) = T;(a) + R,(x) = f(a) +
f'(a) (11‘) + R,,(a). Como lim,,_,R,(a) = 0, chega-se a aproximacao para a primeira derivada, dada pela Eq. (4).

O {CLDL (O] “

De modo semelhante é possivel obter aproximacao para a derivada segunda por meio do desenvolvimento em séries
de Taylor. Para isso, é considerado x = a — h, resultando na Eq. (5).

(=h (- h)2 (— )3

" " (h)"
fla-h)=f@+f(@D——+f"( +f""(a)

+ot (@) (5)

Agora é considerado f(a — h) = T,(a) + R,(x) = f(a) + {’ (a)( h) +f"(a )( h) + R,(a). Seja lim,,R,(@) =0¢e
somando-se a Eq. (3) com a Eq. (5), chega-se na aproximagéo dada pela Eq. (6).

fu(a)zf(a_h)_zj;l(za)-l_f(a'i'h) (6)

A partir da Eqg. (4) e Eq. (6) é possivel aproximar o valor de equagdes de derivadas parciais de segunda ordem linear
em duas variaveis independentes x e y, do tipo Eq. (7).

LA +C(’)2u+D6 r e Fu=g )
ox2 " Caxay "oy T Pax TPy TIHT

onde 4, B, ..., G séo fungdes de x e y, considerando o caso em que a série converge.
2. METODOLOGIA

A partir do método de substituicdo de derivadas por equacdes de diferencas finitas é possivel solucionar qualquer tipo
de EDP’s. No estudo em questio, manteve-se o foco em EDP’s de segunda ordem do tipo Eq. (7). Mais precisamente,
serdo abordadas: EquacBes elipticas, ondeB? — 4AC < 0, Equaces Hiperbdlicas, onde B? — 4AC > 0 e Equagdes
Parabdlicas, onde B — 4AC = 0.

2.1. Equac0es elipticas
2
O foco deste trabalho estd em um caso especifico, a equagao de Laplace definida por + g? = 0. Para substituir a
equacdo de Laplace por uma equacdo de diferencas é necessério aplicar a Eq. (6) em duas variaveis, obtendo a

aproximacdo dada pela Eq. (8).

62u 0%u u(x —hy)tuly—h) —4ulx,y) +u(x+hy) +tulxy+h)
x2 ay h? - ®)

para simplificar a notagéo, Zill (2001) sugere adotar u(x,y) = u;;, ulx —hy) =u;_y;, u(x,y —h) =u;;_q,
u(x + hy) =upqj, ulx,y+h)=1u;;,, de modo que a equacdo de Laplace possa ser reescrita como a Eqg. (9).

Uit Upjog — Ui+ Uiy j Ui =0 )
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Além da notacdo adotada, o autor sugere, para visualizar o significado da Eq. (9) que seja considerada uma malha
formada por retas horizontais e verticais espacadas de h unidades, colocada sobre uma regido R com fronteira C, Fig. 1,
onde procuramos uma solucdo da equacdo de Laplace. O nimero h é o tamanho da malha. Os pontos de interseccao das
retas sdo denominados nés. Um ponto da malha é ponto interior se seus quatro vizinhos mais préximos sédo pontos
pertencentes a R. Os pontos de R ou de C que ndo sdo pontos interiores sao chamados pontos fronteira. (Zill 2005).

6h

* -
Ui J Ungj
3h . t 1
2h
R
h — T T .
it
x

h 2h 3h ah sh &h

Figura 1.Malha formada por retas espacadas por h unidades (Elaborada pelo autor)

A partir da Fig. 1, fica claro que o valor de um ponto u; ; dentro da regido R em que se pretende obter a solugdo da
equacao de Laplace é a média dos pontos vizinhos uma vez que a partir da Eq. (9) chega-se a Eq. (10).

i—-1, i,j—1 i+1, i,j+1
_U' ]+u] + u; ]+u]
ui.f - 4

(10)

Assim, como todos 0s pontos estdo correlacionados entre si, é possivel utilizar a Eq. (10) para obter um sistema de
equac0es algébricas lineares capaz de solucionar problemas em que héa valores conhecidos em um contorno C e pretende-
se obter os valores de pontos u;; internos da regido R.

2.1.1. Aplicacéo do método das diferencas finitas para solucionar a equacéo de Laplace
Tomando um problema de contorno onde hd uma placa quadrada de lado 1 m em que a temperatura em suas bordas é

conhecida, é possivel obter a temperatura em seu interior em estado permanente. O problema de contorno em questao
pode ser escrito pela Eq. (11)

0%u  9%u (11)
ﬁ+6—yzzo' 0<x<1, 0<y<l1

u(0,y)=0 , u(1,y) =1000y(1 —y) , 0<y<1

u(x,0)=0 , u(x,1) =1000x(1—x) 0<x<1

Considerando h = % obtém-se quatro pontos interiores e oito pontos de fronteira, como pode ser visto na Fig. 2.

2000/9  2000/9

0 - 2000/9

0 - 2000/9

0

[
Figura 2. Malha formada com h=1/3 com pontos de fronteira em preto e pontos interiores em vermelho
(Elaborada pelo autor)

Os numeros préximos a fronteira foram obtidos pelo valor exato de u a partir das condi¢fes de contorno impostas.
Para encontrar o valor de u nos quatro pontos internos, utiliza-se a Eq. (10) em cada um dos pontos. Assim, obtém-se:

Ugq T U+ Uz T U Ugp T U1 T Uyp + U3
U1 = U2 =
4 4
Uyt Uzt Uz T U, Upp t Uy T Uz, T U3
Uz1 = Uz =
4 4
que podem ser reescritos no seguinte sistema linear:
—4uyy Ug2 Uz1 0 = 0
u11 _4u12 0 uzz = _2000/9
Ui 0 —4u,, Uyy = —2000/9

0 Uy Uy —4u,, = —4000/9
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Resolvendo o sistema linear através do programa de linguagem computacional GNU Octave®, é possivel obter as
temperaturas nos quatro pontos interiores da malha:

1 1 1 1
ul’l = E = 55,56 ul‘z = 6 = 111,1 uz‘l == 6 = 111,1 uz‘z == g = 166,7
Considerando que para a aproximagcéo por diferencas finitas da segunda derivada considera-se como resto R, (x) todas
—_n)3 _m\n

as parcelas do polindmio de Taylor ap6s f”, ou seja, R,(a — h) = f”’(a)% + 4 F™(a) % é esperado que
valores menores de h resultem em uma maior precisdo dos valores obtidos, uma vez que o resto desconsiderado na
aproximacao decai com a reducdo de h. Por outro lado, uma grande reducdo no valor de h implicara em grande quantidade
de pontos interiores pertencentes @ malha, tornando o sistema linear extenso, aumentando o custo computacional para
solugio. Para uma regido quadrada de lado L como a considerada no exemplo, uma malha h = L/n resultard em (n — 1)?
pontos interiores.

Tomando h = 1/51 no exemplo anterior, obtém-se 2500 pontos interiores, 0 que torna o tempo de calculo oneroso,

porém melhora o resultado obtido. A representacdo grafica dos resultados obtidos para h = 1/3 e h = 1/51 pode ser
visualizada na Fig. 3a e Fig. 3b respectivamente.

Temperatura (°C) Temperatura (“C)

1 1 -
09 09 ‘
[ 08 L.
r 0
07 07
1 160
140
03 %0 03 '
02 80 02 -
01 01 3
60
0 02 04 08 08 1 0 02 04 08 1

Eixo X (m) Eixo X (m)

Figura 3. a) representacgdo grafica da temperatura dos pontos interiores para h=1/3 - b) representa¢do grafica da
temperatura dos pontos interiores para h=1/51 (Elaborada pelo autor)

2.2. Equacdes hiperbdlicas

Nesta secéo serd apresentado o método numérico das diferencas finitas para solu¢Bes de equagdes Hiperbolicas, mais
precisamente, para a solu¢do do problema de contorno da equacdo unidimensional da onda dada pela Eq. (12).

,0%u  0%u 0 0
aﬁ—ﬁ, <x<a, t> (12)
u©,6) =0, u(at)=0, t>0
du
U(X, 0) = f(X), v |t=0: g(X), 0<x<a

at

O problema em questdo admite solucdo Unica se as fungdes f e g possuem derivadas de segunda ordem continuas no
intervalo (0,a) e se f(0) = f(a) = 0. Para substituir a equacdo da onda por uma equacdo de diferencas finitas é
necessario, novamente, aplicar a Eq. (6) para duas variaveis, obtendo a aproximag&o dada pela Eq. (13).

2

a 1
e [u(x — h,t) — 2u(x,t) + ul(x + h,t)] = = [uCe,t — k) —2u(x, t) + ulx, t + k)] (13)

para simplificar a notacéo, Zill (2005) sugere considerar A = %k de modo que a Eq. (13) possa ser reescrita como a Eq.
(14).
Upjpr = Pumgj + 210 = APuyj + Pugyq j — Ui (14)

Neste caso, deseja-se obter a solu¢io aproximada do problema dado pela Eq. (12) em uma regido retangular do plano
xt definidapor0 <x <ae0 <t <T,ondea pode ser interpretado como o comprimento de uma corda e T o instante
de tempo avaliado.

De modo semelhante ao realizado para equacdes Elipticas, € possivel considerar a malha formada por linhas verticais
espacadas de h unidades e por linhas horizontais espacadas de k unidades de tempo. Ou seja, fixando naturais m e n, h
e k podem ser obtidos através de uma relagdo com o tamanho da regido retangular. Uma vez que h = % ek = %

Como pode ser visto na Eq. (14), a determinacdo da posicdo de um determinado ponto da corda em um instante de
tempo j + 1 é funcéo da posicéo no instante de tempo j e j — 1, 0 que gera um problema para o instante de tempo t = 0,
uma vez que o termo u; ;j_; nao existe.

Para solucionar o problema, é necessario utilizar a condi¢éo de contorno da velocidade inicial da onda ou corda.
Neste caso, subtraindo as Eq. (3) e Eq. (5), € possivel obter a aproximacdo por diferencas finitas dada pela Eq. (15).
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1
fll@)=olflath) = fla—h] (15)
Aplicando a Eq. (15) na condicdo inicial de velocidade, chega-se a Eq. (16):
du 1
9t le=0=g(x) = 2% [ui,j+1 - ui,j—l] (16)

Manipulando a Eq. (16), € possivel substituir u; j_; = u; j+; — 2kg(x), j = 0, naEq. (14), solucionando o problema
no instante de tempo t = 0. A partir de todas as substituicdes realizadas, calcula-se a posicdo de cada ponto interior da
malha, por meio de sistemas lineares.

2.3. Equacdes parabdlicas

Nesta se¢do seréd abordada a solucdo pelo método das diferencas finitas da equacéo do calor unidimensional dada por
9%u  ou o ~ - . n . , , . .
=z = 5 - rara substituir a equag&o do calor unidimensional por uma equacéo de diferencas é necessario aplicar as Eq.

(4) e Eq. (6), obtendo a aproximac&o dada pela Eq. (17).

ulx, t+ k) —ulx,t)

- (17)

% [u(x — h, £) — 2u(x, £) + u(x + h,£)] =

. . ~ . ck -
para simplificar a notagdo, considera-se novamente 1 = e de modo que a Eq. (17) possa ser reescrita como a Eq. (18).
Wijer = Aoy + (1= 20w + Ay (18)

Ou seja, para um fio longo, considerado unidimensional, € possivel afirmar, através da aproximacao da equagdo do
calor unidimensional, que a temperatura do fio em uma posicdo x do instante de tempo t + k serd dada em funcéo do
prépio ponto e de seus vizinhos mais proximos no instante de tempo t. Assim, conhecendo a temperatura de um fio num
instante de tempo inicial, é possivel prever pela Eq. (18) a temperatura do mesmo fio em instantes de tempo futuros.

A solucdo deste problema é semelhante ao j& descrito para equacdes Elipticas e Hiperbdlicas, sendo necessério
resolver um sistema linear para obter as temperaturas do fio no instante de tempo necessario.

2.4. Equacdo da difusdo téermica

Compreendido o uso do método das diferencas finitas na solugdo de equaces elipticas, hiperbdlicas e parabolicas, é
possivel aplica-lo a equagdes mais complexas, neste caso, a equacdo da difusdo, ou equacao do calor em regime transiente.
Assim, nesta se¢do sera desenvolvido um método numérico para resolucdo da Equacdo da difusdo a partir dos conceitos
abordados nas se¢es anteriores. A equacgdo em questdo exibe a evolucéo temporal da temperatura de uma placa plana e
pode ser escrita pela Eq. (19).

A ou 0%u L O o*u\ odu
= — = | Jp—
o=t “\oxz " ay?) " ar (19)
onde « é o coeficiente de difusibilidade.
Segundo Bergman (2014), em analise de transferéncia de calor o coeficiente de difusibilidade a é dado como a razdo
entre a condutividade térmica e a capacidade térmica volumétrica do material a = k/pC,, , ou seja, o coeficiente mede a
capacidade do material conduzir energia térmica em relacdo a sua capacidade de armazena-la.

Para solucionar numericamente a equacgdo da difusdo aplicou-se novamente as Eq. (4) e Eq. (6), chegando as
substituicdes dadas pela Eq. (20)

u(x,y,t) = u{"-

ul 1,j Zu +uL+1] ul] 1 Zu +uz}+1

Au = hz hz (20)
ou  ufft—uf
at At

onde h é o tamanho da malha no plano XY e At é o passo de tempo (k nas se¢des anteriores). De modo que a Eq. (19)
seja reescrita pela Eq (21)
(ul 1 = 2uf; Fufyy +uU _1—2uf; +u”+1) L uft -l

i,j i,j
h2 hz At (21)
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Multiplicando ambos os lados por At e isolando u{fj“, chega-se ao sistema linear dado pela Eq. (22)

uk+1 — Muk (22)

A partir das Eq. (19) e (20) € possivel afirmar que em uma placa quadrada de lado [, a temperatura de um ponto (x, y)
em um instante de tempo t + At serd dada em funcéo dos pontos (x,y), (x + h,¥), (x — h,y), (x,y + h), (x,y — h) no
instante de tempo t.

Assim, a partir do resultado obtido para equacdo de Laplace, onde é conhecida a temperatura de todos os pontos
interiores do dominio formado por uma placa quadrada de lado [ é posssivel estimar as temperaturas de tais pontos nos
instantes de tempo seguintes.

A solucdo numérica deste problema é semelhante a ja descrita para equacdes Elipticas e Parabolicas, sendo necessario
resolver o sistema linear para obter as temperaturas dos pontos interiores da placa no instante de tempo necessario. Para
isso é necessario estipular o passo de tempo At, o tamanho da malha h e a temperatura inicial da placa através da solucao
numérica para equagOes Elipticas. A metodologia para resolugdo do sistema linear foi baseada na metodologia
desenvolvida por Belussi, (2007). Neste caso, a solu¢do do sistema se torna mais onerosa computacionalmente, uma vez
que durante a solucdo de equacdes Elipticas utiliza-se matrizes quadradas de ordem (n — 1), enquanto para resolver
computacionalmente a equagdo da difusdo, a matriz M deve ser de ordem (n — 1)2.

3.RESULTADOS

Com o objetivo de se verificar o resultado obtidos pela aplicacdo do método de diferencas finitas na Equagdo de
Laplace foi realizada uma simulagdo computacional por elementos finitos através do software Ansys®, utilizando a verséo
Ansys Student 2024 R1, disponibilizada gratuitamente.

A simulacéo foi realizada através do sistema de analise “Steady-State Termal” com as mesmas condi¢des impostas
no primeiro problema de contorno apresentado. A comparacao gréfica entre o resultado obtido através da simulacéo pelo
software Ansys® e resultado obtido pelo método numérico utilizando o software GNU Octave® pode ser vista nas Fig.
4a e Fig. 4b.

Figura 4. a) representacgdo gréafica da temperatura da placa obtida pelo software Ansys® - b) representa¢do gréfica da
temperatura da placa obtida pelo software GNU Octave® (Elaborada pelo autor)

Além da andlise gréfica, foram comparados os valores exatos da temperatura de cinco pontos aleatorios da placa em
ambos os casos, como pode ser visto na Tab.1.

Tabela 1. Comparacéo da temperatura de 5 pontos aleatérios obtida por diferentes métodos (Elaborada pelo autor)

Temperatura Temperatura [°C] Ermro  Temperatura [°C]  Emo

Coordenada Coordenada , L. . , L. .
[°C] Ansys Método Numérico relativo Método Numérico relativo

X [m] Y [m]

24960 nds 2500 nos [%] 24964 nos [%]
0,6531 0.8367 179,04 176.3 1,53 1783 041
0,5714 0,0612 17,29 21,37 -23.60 18,74 -8.39
0.1429 0.8184 68.57 7391 -7.79 69.88 -1.91
0,2041 0.3878 35,04 3742 -6,79 3535 -0.88
0,8163 0,3469 141.9 141.4 0,35 1427 -0.56

Para visualizar os resultados da aplicagdo do método das diferengas finitas para solucionar a equacgdo da difusdo
térmica considerou-se um problema de contorno onde ha uma placa quadrada de lado 1 m em que a temperatura em suas
bordas € conhecida em um instante de tempo inicial, é possivel obter a temperatura em seu interior em qualquer instante
detempo t + k > 0. O problema de contorno em questéo pode ser escrito pela Eq. (23).

Ou W) _Ou <1, 0<y<l t>0 ()
\oxz T ayz) "o sty y=>o

u(0,y,0) =0, u(1,y,0)=1000y(1—y), 0<y<1
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u(x,0,0) =0, u(x,1,0) =1000x(1—x), 0<x<1

O problema de contorno em questéo foi solucionado computacionalmente considerando uma placa de ferro puro com
p =7870kg/m C,=447]/kgK, k =802W/mK, T =240s, h=1/159m e At =30 s de modo que a
representacdo grafica dos valores obtidos pelo método de diferencas finitas pode ser vista na Fig. 5.

SIp &

E0 X (m) E60 X (m) E80 X )

Figura 5. Representagdo grafica da temperatura de uma placa quadrada de lado [ = 1 m durante 240 segundos.
(Elaborada pelo autor)

Com o objetivo de se validar o resultado obtidos pela aplicagdo do método de diferengas finitas na Equacéo da difuséo
a comparagdo com o software Ansys® foi realizada novamente.

A simulag@o foi realizada através do sistema de analise “Transient Termal” com as mesmas condi¢des impostas no
problema de contorno apresentado. A comparacao entre os dois métodos pode ser vista nas Fig. 6a e Fig. 6b.

250
16054
16054 N tempo em segundos: 240
15384 fi
14 200
1261
103,98
@5
0160 § -
ane 0
0Min
100
50
0 0
1

0 02 04 06 08

Eixo X (m)

Figura 6. a) representacdo grafica da temperatura da placa no tempo t = 240 s obtida pelo software Ansys® - b)
representacdo grafica da temperatura da placa no tempo t = 240 s obtida pelo GNU Octave® (Elaborada pelo autor)

Além da andlise gréafica, foram comparados os valores exatos da temperatura nos mesmos cinco pontos analisados
para a equacgdo de Laplace, como pode ser visto na Tab.2.

Tabela 2. Comparacéo da temperatura de 5 pontos obtida por diferentes métodos no instante de tempo t =240 s
(Elaborada pelo autor)

Temperatura Temperatura [°C]  Emo

[°C] Ansys Método Numérico relativo

Coordenada Coordenada

X [m] Yl ios0nes 24964 nos [%]
06531 08367 15271 154.00 20.84
05714 00612 16.79 18.36 9.35
01420 038184 60.95 62.70 287
02041 03878 35.03 35.83 2.8

0,8163 0,3469 126.4 126,80 -0,32
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4.CONCLUSOES

Em uma primeira analise, considerando os resultados obtidos para a solucéo da equacéo de Laplace, equagdo do calor
bidimensional em regime permanente, tomou-se como valor de referéncia o resultado obtido pelo software Ansys® com
malha de resolugdo proxima a utilizada no método numeérico, com 24960 n6s. Mesmo que o software utilize um método
numeérico mais complexo, o método dos elementos finitos, é possivel afirmar que o método das diferencas finitas aplicado
apresentou resultados semelhantes.

Mais precisamente, 0 método adotado, quando considerada uma malha com 2500 nds, apresentou erro relativo médio
de -7,76% quando comparado com os resultados do software Ansys®. Refinando a malha para 24964 nds ocorreu uma
reducdo no erro médio relativo de -7,76% para -2,27%, conforme o esperado ao reduzir a malha.

Considerando apenas o erro médio encontrado, pode-se afirmar, a partir da comparacgéo dos resultados obtidos pela
utilizacdo do método numérico das diferencas finitas e pelo software Ansys®, que o método das diferencas finitas aplicado
apresentou resultados satisfatorios.

Por outro lado, analisando a fundo os resultados obtidos, percebe-se que de modo geral o erro relativo foi menor que
1% em pontos suficientemente distantes das extremidades da placa, enquanto pontos suficientemente préximos da
extremidade, como o ponto de coordenadas x = 0,5714, y = 0,0612 apresentaram erro maior, neste caso, de -8,39%. O
comportamento em questdo (aumento do erro ao aproximar pontos da extremidade da placa) pode ser justificado pela
forma em que as condic6es de contorno foram implementadas no cédigo utilizado, uma vez que o estudo manteve o foco
na resolucéo geral da equacéo de Laplace, sem aprofundar em amplas varia¢6es das condicfes de contorno.

Em segunda andlise, pode-se afirmar que os resultados obtidos pela solugdo da equacdo da difusdo pelo método das
diferencas finitas sdo suficientes para demonstrar o funcionamento do método, uma vez que foi possivel solucionar o
problema de contorno em questéo, observando a evolugdo temporal do perfil de temperaturas da placa analisada.

Ademais, o0 método adotado apresentou novamente baixos erros quando comparado com os resultados do software
Ansys®, uma vez que o erro relativo médio foi de -3,13% para malha de 24964 nos.

Com isso, € possivel afirmar que o método das diferencas finitas apresentou resultados consistentes, mantendo um
erro relativo na ordem de -3%, quando utilizada malha de tamanho semelhante a utilizada no software Ansys®

Assim, visando dar continuidade ao estudo do tema e aperfeigoar os resultados obtidos, sugere-se como trabalhos
futuros: o estudo detalhado das condicGes de contorno aplicadas a equacdo de Laplace e equacdo da difuséo para reduzir
0S erros presentes em pontos proximos as bordas da placa; a calibracdo de ambos 0os métodos por meio da comparacao
com dados reais ou obtidos por outros métodos mais utilizados; a comparagdo mais detalhada dos métodos, considerando
mais de um problema de contorno e uma amostragem maior de pontos e por fim, a aplicagdo do método em diferentes
dominios.

Com as continuacOes supracitadas serd possivel estabelecer um método simples e eficaz que auxiliara na anélise da
distribuicdo de temperaturas na usinagem com ferramenta de geometria definida, no projeto de méaquinas térmicas, na
manutencdo de componentes mecanicos, bem como em outros processos que necessitem da analise permanente ou
transiente da distribuicdo de temperatura em meios sélidos.
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