22 CREEM ’@,\BI}M

Associagdo Brasileira de Engenharia e Ciéncias Mecénicas
Congresso Nacional de Estudantes de
Engenharia Mecénica

=" <» = Goiania - GO . . L.
w XXIX Congresso Nacional de Estudantes de Engenharia Mecanica

12 a 16 de junho de 2023, Goiania, Goias, Brasil

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO COM INTERPOLA(;AO
DIRETA EM PROBLEMAS ELASTICOS PARA DIFERENTES FUNCOES
DE BASE RADIAL

Renato Moreira Baiense Filho, renatobaiensefilho@gmail.com'
Maycol Angelo Balestreiro Pascoal, maycol.pascoal@edu.ufes.br'
Luciano de Oliveira Castro Lara, castrolara@hotmail.com'

'Programa de P6s-Graduagio em Engenharia Mecénica, Universidade Federal do Espirito Santo, Av. Fernando Ferrari,
540 — Bairro Goiabeiras — 29075 — 910, Vitoria, ES, Brasil.

Resumo. Os métodos numeéricos se tornaram indispensdveis para o progresso e desenvolvimento de conhecimento e
tecnologia nas dreas da Ciéncia e Engenharia. Dentre os diversos métodos ja desenvolvidos, o Método dos Elementos
de Contorno (MEC) tem se destacado por sua singularidade e aplicabilidade. Para aumentar o seu campo de atuagdo,
novas técnicas tém sido propostas com a finalidade de aperfeicoar e expandir esse método, como é o caso do MECID
(Método dos Elementos de Contorno com Interpolagdo Direta), que utiliza um processo de interpola¢do com Fungoes
de Base Radial (FBR) para transformar integrais de dominio em integrais de contorno. Com a aplica¢do do MECID
em problemas elasticos, busca-se melhorar a qualidade dos resultados apresentados pelo MECID testando-se a
utilizagdo de diferentes Fungoes de Base Radial para analisar quais sdo as fung¢oes que permitem a obtengdo de
melhor precisdo nos resultados.

Palavras chave: Método dos Elementos de Contorno. Interpolag¢do Direta. Fungdes de Base Radial. Teoria da
Elasticidade.

Abstract. Numerical methods have become indispensable for the progress and development of knowledge and
technology in the areas of Science and Engineering. Among the various methods already developed, the Boundary
Element Method (BEM) has stood out for its uniqueness and applicability. To increase its scope, new techniques have
been proposed to improve and expand this method, as is the case of DIBEM (Direct Interpolation with Boundary
Element Method), which uses an interpolation process with Radial Base Functions (RBF) to transform domain
integrals into integral contour integrals. With the application of DIBEM in elastic problems, we seek to improve the
quality of the results presented by DIBEM by testing the use of different Radial Base Functions to analyze which are
the functions that allow obtaining better precision in the results.

Keywords: Boundary Element Method, Direct Interpolation, Radial Base Functions, Elasticity Theory.

1. INTRODUCAO

O conhecimento adequado dos fendmenos fisicos tem se mostrado essencial para o desenvolvimento de novas
tecnologias. Tal conhecimento permite que varios problemas de engenharia sejam estudados e solugdes sejam
encontradas. O comportamento e a relagdo entre as grandezas fisicas de um dado fendmeno sdo modelados por
equagoes diferenciais cujas solugdes, quando possiveis, sdo dificeis de serem determinadas analiticamente devido a sua
complexidade. Para lidar com este problema, diversos métodos numéricos tém sido desenvolvidos, permitindo que
solugdes aproximadas e confidveis sejam encontradas e aplicadas em diversas areas da ciéncia e tecnologia. Dentre eles,
destacamos o método dos elementos de contorno (MEC).

O MEC permite a discretizagdo apenas no contorno do problema em vez de todo o dominio, pode ser considerado
um método numérico principal, juntamente com o método de elementos finitos (MEF) e o método de diferencas finitas
(MDF) mais conhecidos, fornecendo, em conjunto, uma solugdo computacional eficaz para uma ampla classe de
problemas cientificos e de engenharia. Como muitas outras técnicas numéricas, o interesse pelo MEC aumentou
gradualmente nas ultimas décadas. No entanto, para problemas em que existem agdes aplicadas no dominio, sdo
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necessarios procedimentos adicionais aqueles tradicionalmente empregados, nos casos onde as agdes estdo limitadas ao
contorno. A primeira abordagem classica para esse tipo de problema foi a discretizagdo do dominio em células
(Brebbia, 1980), fazendo com que o MEC perdesse sua principal vantagem sobre os métodos de dominio. Em um
esforco para evitar a discretizagdo interna, uma grande quantidade de pesquisas foi conduzida para encontrar um
método geral e eficiente para transformar integrais de dominio em integrais de contorno equivalentes. Surgindo entdo
outras abordagens, como; o uso da fun¢do de Galerkin, método da dupla reciprocidade (MECDR), método da multipla
reciprocidade (MMR) e o método da interpolagao direta (MECID).

Nesse cenario, a MECID ¢ uma alternativa, desenvolvida por Loeffler, ef al. (2015), com alguns aspectos ainda nio
totalmente compreendidos, mas que ja estda sendo aplicada na solugdo de uma variedade de problemas fisicos. O
emprego dessa formulagdo para a solucdo de problemas elasticos com forgas de corpo ainda ¢é recente. O MECID ¢
semelhante a0 MECDR em muitos aspectos porque aplica um procedimento de aproximacdo usando fungdes de base
radial; no entanto, ¢ ainda mais simples, mais geral e mais robusto, fazendo uma aproximacéo direta ao nicleo completo
da integral de dominio. O MECID foi testado com sucesso em problemas bidimensionais envolvendo a solugdo das
equagdes de Poisson e Helmholtz (Loeffler, et al., 2015; Loeffler e Mansur, 2017).

Com respeito as FBR escolhidas, tais como, radial simples, Placa Fina e cubica, estas foram escolhidas por
conveniéncia. Em seu trabalho, Buhmann (2003) destaca as propriedades matematicas de cada uma delas, como por
exemplo os tipos de suporte empregado, podendo variar de pleno a compacto.

O que se propde nesse trabalho é apresentar a evolucdo do método dos elementos de contorno para resolver
problemas elasticos com forcas de corpo. Onde o objetivo é avaliar o Método dos Elementos de Contorno com
Interpolag@o Direta em problemas elasticos para diferentes Fungdes de Base Radial.

O procedimento foi utilizado com sucesso em problemas governados pela Equagdo de Laplace, Poisson e
Helmbholtz, mas devido a sua generalidade, ¢ aqui estendido aos problemas de elasticidade.

Este trabalho pode credenciar o MEC para outras aplicagdes mais elaboradas sem grandes dificuldades de execugdo,
destacando problemas interessantes, tais como casos dependentes do tempo e problemas de plasticidade.

2. METODOLOGIA
2.1. O Método dos Elementos de Contorno

Considerando um meio bidimensional como sendo continuo, homogéneo, eléstico, linear, isotropico, em condi¢des
estaticas, com forcas de corpo, a equacdo diferencial governante associada a este problema ¢ a Equacdo de Navier. Esta
equagdo usando notagdo indicial e as constantes de Lamé 4 e u ¢ dada por (Brebbia, ef al., 1984):

puy i (X) + (A + u;(X) + b =0 )
Na Eq. (1), u;(X) representa a componente vetorial do campo de deslocamento na dire¢do “i”
com coordenadas (x;, x,) e b;as forgas de corpo.

Considerando procedimentos matematicos bem conhecidos do MEC, a seguinte forma integral da Equacao de
Navier ¢ obtida (Brebbia, et al., 1984):

, X representa um ponto

ey (O (&) + fpij (€ X0y (0T = [ufi (€, X)p; (XL = [ b (X)uj; (€, X)de @)

Uma estrutura diddica para a solugdo fundamental e sua derivada associada, ¢ usada, denotadas respectivamente u;*
e p;*, para representar deslocamentos e forgas de superficie gerados na dire¢do j no ponto de campo X, como resultados
de uma carga unitaria atuando na direcdo i aplicada no ponto fonte & c; é o coeficiente diadico introduzido em fungao
da posi¢do do ponto fonte (se esta dentro do dominio, fora dele ou exatamente na fronteira).

Assim, e em problemas bidimensionais sdo dadas por (Brebbia, et al., 1984):

i, ;{(3_4@1{%)@ +gi¢j} 3)

0" 8zu(1-v)

* -1 or
m 47[(1—‘/)1[611((1 )8+ 2r0) = (1=2)rmy r,,nz)} 4)

As Egs. (3) e (4) sdo denominadas solu¢des de Kelvin e correspondem respectivamente as solugdes fundamentais
dos deslocamentos e das forcas de superficie (Brebbia e Walker, 1980; Brebbia et al., 1984). A grandeza r = r(X) ¢ a
distancia euclidiana entre os pontos fonte e campo; e n(X) é a normal externa ao contorno /(X).

A Eq. (2) ¢ a equacdo MEC para problemas elasticos com forgas de corpo. No entanto, nota-se que esta equacgio
ainda apresenta uma integral de dominio derivada da forga do corpo. E nesta tultima integral que as diferentes
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abordagens MEC apresentadas na se¢do anterior sdo aplicadas. Uma forma de fazer isso € aplicar o conceito de
interpolacdo, que consiste em aproximar uma dada fun¢éo por uma combinagéo linear de fung¢des auxiliares, ponderadas
pelos coeficientes dessa combinacdo linear. A partir disso, aplica-se a integracdo por partes e/ou teorema da
divergéncia, transformando a integral de dominio em uma integral de contorno.

A técnica de interpolagdo foi inicialmente aplicada em problemas elasticos estaticos no método da dupla
reciprocidade (MECDR), no qual apenas a for¢a de corpo da integral de dominio ¢ interpolada (Ribeiro, 1991).

by(X) = ST, aff F*(x*,X) 5)

Onde a}‘séo os coeficientes a serem determinados para cada direcdo j e F¥(X*,X)sdo as fungdes auxiliares de
interpolagdo que pertencem a classe das fungdes de base radial (FBR). Essas fungdes possuem seu argumento definido
pela distancia euclidiana entre o ponto base X*e o ponto do dominio X (Buhmann, 2003; Schaback, 2007). Na Eq. (5),
NT corresponde ao total de pontos base utilizados na interpolagao.

A proposta deste projeto para se trabalhar a integral de dominio ¢ o MECID, que também ¢ uma técnica de
interpolacdo, na qual todo o nucleo da integral de dominio ¢ interpolado diretamente utilizando funcdes de base radial
(Loeffler, et al., 2015; Loeffler, et al., 2017). Aplicando esse método para o problema eléstico, o nicleo da integral de
dominio da Eq. (2) sera dado por:

uik](f'X)bj(X) = 21]‘\5]51 Salk Fk(Xk,X) (6)

Inserindo o delta de Kronecker na equagdo acima e omitindo, apenas por simplicidade, mesmo ndo sendo uma
notacdo indicial, o somatdrio em relagdo a £, tem-se a seguinte expressao:

i (6 0b; 0 = Saf8,F* Xk, X) )
Logo, a integral de dominio da Eq. (2) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Jo ui; (€. 0b;(X) dQ = [, faks, F*(X*, X) dQ ®)
Para as simulagdes realizadas neste trabalho foram utilizadas as FBR simples, ctibica e placa fina (Buhmann, 2003).

No MECID, assim como no MECDR, a integral de dominio ¢ transformada em uma integral de contorno por meio

de uma primitiva®?* da fun¢do de interpolagdo. A partir da Eq. (8), o desenvolvimento do MECID é apresentado
abaixo:

Jy Sk, Fe(X ,X) dQ = fak [ 8, ¥k, (X, X) dQ 9)
Aplicando o teorema da divergéncia, chega-se a integral de contorno:
Sk [ 8 Whn (X, X) dQ = Sak [ 8, Wk (X*, X)ny,dl = *ak [ 0k (X", X)dr (10)

Na Eq. (10), nlgirepresenta a derivada direcional da fungdo primitiva W¥*, onde n,,s30 as componentes do vetor
normal ao contorno.

Importante salientar que a Eq. (10) ¢ aplicada a cada ponto fonte &, cuja interpolacdo ¢ realizada pela varredura de

todos os pontos base X *em relagdo aos pontos do dominio X, ponderados pelos coeficientes fa,’,fem cada direcao p.

Ap0s todas essas etapas, pode-se reescrever a Eq. (2) como uma equagao integral de contorno, conforme a Eq. (11):
G Ow @) + [.p5E 0w 0T = [Luf; (6 X)p(X)dr + S [l (X%, X)dr (amn
Cij S U, rPijls, A)U; r 4ijls, 4)p; Ap JrMpild ™,
A fungdo primitiva WX das FBR e as expressoes de n’,ji sdo mostradas na se¢do seguinte.
2.2. Funcoes de Base Radial
O desenvolvimento de novas técnicas de contorno vem evoluindo significantemente por meio da utilizagdo de
Fungdes de Base Radial. Estas fungdes t€ém apresentado a sua utilidade na busca por solugdes numéricas oriundas de

problemas de engenharia. Segundo Bertolani (2010), em analise numérica, interpolagdo ¢ um método de avaliacdo de
novos valores de fungdo, dentro de um intervalo que contenha um conjunto de pontos discretos.
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De fato, os desenvolvimentos matematicos do MEC apresentados neste trabalho, consistem em aproximar nucleos
de integrais de dominio por meio de fungdes de base radial conhecidas e de seus coeficientes a, isto sera feito por meio
da etapa de discretizacdo do dominio analisado, definindo todos os pontos a serem avaliados.

Matematicamente, a aproximagdo de nucleos de integrais de dominio ¢ feita como apresentado na Eq. (12)
(Partridge, et al., 1992).

fn(x)f(X)d!)(X) = fn(x) aFI(X;X)dnX); j=1,2,..n (12)

Onde f{X) representa a fungdo escalar que devera ser aproximada, a’ os coeficientes de influéncia a determinar ¢ F/
(X’; X) a fungdo de base radial a ser escolhida, contendo em seu argumento o ponto campo X em conjunto com o ponto
base X/.

Do ponto de vista das FBR, estas fung¢des sdo consideradas como métodos de aproximagdo de fungdes
multivariaveis (Buhmann, 2003).

Na Tab 1 s@o apresentas as funcdes de base radial e suas primitivas utilizadas neste trabalho. O desenvolvimento das
primitivas ¢ apresentado por Baiense Filho (2022).

Vale ressaltar que, em todas as FBR da Tab. 1, os termos 7;,1n,, representam um produto escalar entre o vetor radial
r € o vetor normal ao contorno n, ou seja:

TNy, = TNy + 11N, (13)

Tabela 1. Fungdes de base radial e suas primitivas.

Funcio F=%,m y Yoy
L r3 r
Radial simples r 5 (§) Tl
3 r® re
Radial cubi — —
adial cubica T e (S)rmnm
Placa fi 2 rt r
aca fina r“Inr E) 2lnr—-1) I (4Inr — Dryn,,
3. TESTE NUMERICO

A formulagdo matematica do MECID para problemas elasticos bidimensionais ¢ desenvolvida e implementada
numericamente em c6digo FORTRAN. Por se tratar de um estudo inicial para esse tipo de problema, o teste numérico
realizado utiliza um caso que possui solugdo analitica previamente apresentada na literatura. A simulagdo utilizada foi
uma barra horizontal esbelta submetida a for¢a centrifuga.

A simulacdo com a barra esbelta horizontal submetida & uma forca centrifuga representa o caso onde a rotagdo do
corpo ocorre em uma unica dire¢do, no mesmo plano do problema (Brebbia, et al., 1984). A Fig. 1 representa essa
situacao:

L

Figura 1. Barra esbelta horizontal com forca centrifuga.

A situagdo acima possui a seguinte solucdo analitica (El-zafrany, et al., 1986):

_ pw2? 2 _x?
U == % (L 3 ) (14)
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As dimensdes do problema sdo, L=2,5 ¢ D=0,5 unidades de comprimento. Foram considerados apenas os
deslocamentos na dire¢do horizontal adotando-se coeficiente de Poisson igual a zero (v=0). As malhas utilizadas nas
simulagdes sdo formadas por 24, 48, 120 e 240 elementos lineares no contorno. As respostas dos deslocamentos
horizontais sdo dos valores obtidos no comprimento inferior da Fig. 1, quando x, =-0,25.

Foram utilizados elementos lineares e vinte pontos de Gauss para a integragdo numérica.

Por simplicidade, no problema, foi considerada a velocidade angular igual 2 uma unidade:

Foram adotados modulo de elasticidade e massa especifica iguais a uma unidade:

A partir dos valores numéricos encontrados e dos erros calculados, os resultados foram apresentados na forma de
tabela.

O principal objetivo desse exemplo para o0 MECID ¢ avaliar o comportamento de cada FBR. As quantidades de
pontos base internos utilizadas foram de 57 pontos, cuja distribuigdo ¢ mostrada na Fig. 2.

0,25
O 6 6 6 6 6 0 6 6 6 0 6 0 0 0 s 0 e 0
Of & ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 06 ¢ ¢ 0 0 0 0 0 ¢ 0
® 6 6 6 0 6 6 0 6 0 0 6 0 0 0 0 0 e 0
-0,25 * ¢ ' ’
0 0,5 1 1,5 2 2,5

Figura 2. Distribuigdo dos pontos internos para a barra esbelta horizontal.

A Tab. 2 mostra os erros médios relativos (EMR) obtidos, usando FBR radial simples, para 24, 48, 120 ¢ 240
elementos respectivamente. O mesmo procedimento ¢ feito com a FBR placa fina e com a FBR cubica.

Tabela 2. EMR dos deslocamentos horizontais com FBR diferentes.

FBR 24 elementos de 48 elementos de 120 elementos de 240 elementos de
contorno contorno contorno contorno
Radial simples 4,100 1,694 0,371 0,093
Placa fina 4,127 1,697 0,392 0,083
Radial ctibica 4,105 2,305 1,742 55,576

Os resultados indicam que a FBR cubica apresentou um comportamento distinto em relagdo as outras duas FBR.
Para as duas primeiras malhas, os resultados possuem valores similares, contudo, a partir de 120 elementos de contorno,
¢ observado que a resposta numérica comeca a divergir da solucdo analitica, mostrando que ndo ocorre convergéncia
para essa FBR.

4. CONCLUSOES

O presente trabalho analisou a técnica do MEC para problemas de elasticidade: a recente técnica do MECID. A
técnica de interpolagdo direta apresentou resultados satisfatorios, resolvendo um problema elastico com forga de corpo,
mostrando rapida convergéncia nos casos onde as fungdes de base radial simples e de placa fina foram utilizadas,
apresentando poucas instabilidades nos testes realizados, além de apresentarem resultados semelhantes.

No entanto, a fun¢do de base radial clbica apresentou instabilidades, principalmente para as malhas com maior
quantidade de elementos de contorno. Pretende-se testar outras fungdes de base radial, tais como as fungdes de base
radial com suporte compacto, pois existem alguns aspectos que ndo sdo totalmente compreendidos e que precisam de
estudos mais detalhados para um melhor entendimento da técnica quando aplicada em elasticidade.
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