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Resumo. Ao longo do tempo conceitos da Engenharia e da Matemética foram adaptados para permear campos de
pesquisas interdisciplinares, surgindo, por exemplo, a Bioengenharia. Nesse sentido, podem-se encontrar as
evidéncias de dinamica cadtica através da estabilidade do sistema, por meio dos expoentes de Lyapunov, tal
comportamento do caos é biologicamente relacionado a um individuo sujeito a crise epiléptica ou convulsiva.
Aplicando-se essa teoria neste trabalho, o modelo que representa 0s comportamentos observados em neurbnios
bioldgicos é teorizado através do sistema neuronal de Hindmarsh-Rose. Portanto, esse trabalho contribui como uma
alternativa para desenvolver-se outras vertentes tecnolégicas aplicadas a profilaxia e tratamento de ataques
epiléticos, visto que os resultados mostram um controle desse comportamento.

Palavras chave: Caos. Sistema Neuronal. Dinamica N&o linear.

Abstract. Over time concepts of Engineering and Mathematics were adapted to permeate interdisciplinary fields of
research, for example bioengineering. In this sense, one can find evidence of chaotic dynamics through the stability of
the system, through the exponents of Lyapunov, such behavior of chaos is biologically related to an individual subject
to epileptic or convulsive crisis. Applying this theory in this work, the model that represents the behaviors observed in
biological neurons is theorized through the Hindmarsh-Rose neuronal system. Therefore, this work contributes as an
alternative to develop other technological aspects applied to the prophylaxis and treatment of epileptic attacks, since
the results show a control of this behavior.
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1. INTRODUCAO

Todas as atividades fisicas conscientes e inconscientes sdo controladas pelo sistema nervoso, ele é formado por
bilhGes de células nervosas tendo como principal delas o neurénio, que captam informacdes vindas do interior e exterior
do corpo humano. As células nervosas juntamente com as musculares, tém duas propriedades fisiol6gicas caracteristicas
que sdo a excitabilidade e a condutibilidade, ou seja, capacidade de reagir a um dado estimulo e transmitir esse estimulo
sob a forma de impulsos eletroquimicos ao longo de suas membranas. A membrana das células nervosas detém
propriedades elétricas que sdo dadas através do arranjo molecular de seus componentes. Essas propriedades estabelecem
a sequéncia de alteracbes de voltagem produzidas pelo fluxo de corrente através das membranas e sensibilizam a
capacidade de células, eletricamente excitaveis, na condugdo das informagdes. Por este fato, a membrana do neurénio é
capaz de ser comparada a um circuito elétrico que abrange varias unidades repetidas [1].

Praticamente toda atividade fisiolégica do corpo humano precisa ser executada por informagdes (ordens e
comandos) que sdo transmitidas pelos neurénios. Isto gera uma enorme complexidade resultante da interacdo de bilhdes
de neurbnios atuando de modo ndo-linear, utilizando um processo altamente elaborado chamado de sinapse, que sdo
trocas de elementos quimicos entre os neurbnios. Tal complexidade se mantém praticamente inalterada quando se
estuda um neurdénio isolado, pois existem milhares de canais na membrana do neurénio, chamados canais idnicos, por
onde trafegam ions executando leis ndo-lineares, inviabilizando analises simplistas. Diante destes motivos, torna-se um
arduo encargo conceber modelos matematicos significativamente satisfatrios quando se refere a atividade elétrica de
todo o sistema nervoso ou de apenas um Unico neurbnio. Porém, a idealizacdo e aperfeicoamento de modelos
matematicos, inicialmente simplificados, torna-se de fundamental importancia e necessidade, no que diz respeito, ao
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entendimento dos principais mecanismos de geragdo e transmissdo de sinais elétricos e suas implicagdes fisiologicas
[6].

A membrana do neurbnio é frequentemente comparada a um circuito elétrico que compreende muitas unidades
repetidas. Cada unidade contém certo nimero de baterias, um para cada espécie de ion, sendo as forcas eletromotrizes
dessas baterias determinadas pelos gradientes de concentracdo para os diferentes ions. No analogo elétrico, cada bateria
ibnica esta ligada as fases extra e intracelular por uma resisténcia variavel, que representa a permeabilidade da
membrana relativa a espécie de ion em questéo [6].

2. METODOLOGIA

Para se estudar o comportamento da membrana durante o repouso e a passagem de impulsos nervosos, modelos
matematicos puderam ser construidos, entre eles o de Hodgkin e Huxley, sendo publicado em 1952 e apresenta 0s
resultados de uma sequéncia de experimentos nos quais eles investigaram o fluxo de corrente elétrica através da
superficie da membrana da fibra nervosa gigante de uma lula. Os autores desenvolveram uma descricdo matematica
para o comportamento da membrana baseada nestas experiéncias, as quais explicam a condugdo e a excitagdo da fibra.
As férmulas desta descri¢do tém sido usadas desde entdo como a base para quase todos os outros modelos de tecidos
excitaveis que envolvem correntes idnicas [3].

O modelo desenvolvido por Hodkin-Huxley basicamente estabelece que o fluxo de corrente total através da
membrana é o resultado de contribui¢des individuais de trés diferentes correntes idnicas: (1) corrente de potassio, (2)
corrente de sddio e (3) e uma corrente idnica de vazamento que é dada pelo fluxo de outros ions como ions cloreto e
bicarbonato. Essa corrente de membrana depende da capacitancia da membrana plasmatica e da resisténcia dos canais
ibnicos. Um circuito basico para a membrana pode ser visto na figura 1.
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Figura 1. Modelo elétrico da membrana neuronal

Esse circuito é apropriado para sistemas simples de membrana como o do axdnio gigante da lula ou outras
membranas axonais, onde apenas um ou dois canais idnicos voltagem-dependentes sdo vistos. No modelo hd um
capacitor C, para representar a capacitancia da membrana, uma condutancia de sédio gNa, condutancia de potassio gK,
e uma condutancia de vazamento gCl. O potencial de membrana V é o potencial no interior da célula menos o potencial
do exterior da célula, e pode haver uma corrente lext injetada no interior da célula por um eletrodo ou vinda de outras
partes da célula. De acordo com as convengdes usuais, as correntes sdo positivas no sentido externo.

Este projeto de pesquisa se justifica como necesséria e emergente, na necessidade do desenvolvimento e aplicagGes
de métodos que simulem o comportamento cadtico no neurénio biolégico, através do modelo neuronal de Hindmarsh e
Rose [7]. Sistemas cadticos sdo sistemas dindmicos caracterizados pela alta sensibilidade &s condiges iniciais [14].
Esta alta sensibilidade as condiges iniciais infunde ao sistema ndo linear a caracteristica de instabilidade implicando
em sensibilidade a perturbacbes gerando, assim, resultados que s&o imprevisiveis. Esta natureza sensivel dos sistemas
cadticos é comumente na literatura chamada de efeito borboleta, fenémeno formulado através de equagGes matematicas
por Edward Lorenz em 1963 [13]. Na pratica, simular esses comportamentos, significa poder contribuir com estudos de
desenvolvimento de dispositivos artificiais capacitados em substituir neurénios biolégicos danificados.

2.1. Descricdo matematica e equagdes governantes

A geracdo de burstings neuronais tem sido extensivamente estudada no contexto do modelo neuronal de Hindmarsh-
Rose, 0 qual estabelece uma variavel de estado adimensional para o potencial de membrana (x(t)) e outras duas
(também adimensionais) associadas aos fluxos i6nicos rapidos (y(t)) e lentos (z(t)). Essas variaveis se relacionam de
forma ndo linear na composicdo do potencial de membrana, o que pode ser traduzido pela seguinte dindmica [7]:

X1 =y,—ax} + bx? —z, + 1 (1)
yi=c¢—dxt—-y )
7'y = r[s(x; —x) _Zl] (3)
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onde a, b, ¢, d, s, r, X, e | sdo pardmetros do sistema, que, dependendo dos valores adotados, permitem simular um vasto
conjunto de comportamentos dindmicos topologicamente equivalentes aos observados no ambito experimental. Isso faz
do modelo HR um dos mais emblematicos no estudo qualitativo do fendmeno de bursting neuronal [14]. O sistema
apresenta varios comportamentos, um tipico comportamento caético do potencial de membrana - i.e. aperidédico e com
sensibilidade em relacdo as condi¢des iniciais:

Tabela 1 — Valores dos parametros utilizados nas simulagdes numéricas [14].
Parametros Valores

1

3

1

5
0,006

4
-1,56

variavel

»w =00 0w

Tal comportamento pode ser facilmente modulado tomando a estimulagdo externa (varidvel 1) como um parametro
de controle.

A motivacdo na escolha do modelo Hindmarsh e Rose esté estabelecida pelo fato dele conseguir representar varios
comportamentos dindmicos, que dependem de pardmetros biofisicos, observados em neur6nios reais como, por
exemplo: quiescéncia quando a estimulacio da entrada para o neurdnio estd abaixo de um determinado limite fazendo
com que a saida atinja um regime estaciondrio; spiking quando a saida € constituida por uma série igualmente
espacados; bursting quando a saida é constituida por grupos de dois ou mais picos separados por periodos de
inatividade. Outra motivagdo, sendo a mais importante, é o fato do modelo também reproduzir comportamento caético,
mais ainda hiper-cadtico [12], na qual este comportamento reproduz no individuo humano a manifestacdo de crise
epilética e/ou convulsiva [17].

2.3. Resultados

Variando os parametros a e r, e considerando os demais parametros fixos resultando no diagrama como mostrado na
tabela 1, analisa-se a estabilidade estrutural do sistema com base nos autores da matriz jacobiana. Neste contexto,
calcula-se os pontos do diagrama de estabilidade estrutural de x e y de maneira computacional, o0 qual mostra a
estabilidade acontece quando o sistema néo esté relacionado a excitagéo externa |

Figura 2 — Diagrama de estabilidade estrutural de x e y. Este mesmo diagrama foi observado
paraye z.
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Fazendo andlise da Figura 2, diagrama de estabilidade estrutural de x e y, nota-se que os pontos

(°) e (%)

representam a estabilidade linear e a instabilidade do sistema. Ja no Espectro de frequéncia, na Figura 3, a variacdo do
parametro | movimenta o sistema de estavel passando a um comportamento possivelmente caético e imprevisivel, visto
que o ponto (a, r) na figura 2 mostra o local que manifesta 0 comportamento estavel .
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Figura 3 — Espectro de frequéncia do Potencial de Membrana x quando | aumenta.
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Nesse sentido, pode-se inferir que o caos é verificado pelo pico do espectro de frequéncia, sendo acima de 3 picos,
como encontrado na Figura 3, com | sendo 2 ou 3, tem-se entdo que o comportamento do sistema para | = 2, 8 é um
comportamento instdvel e cadtico, mais ainda, hiper-cadtico. Os expoentes de Lyapunov foram calculados e

encontrados 1 ,= 0, 012, 1 ,= 0, 004 e 1 ,~ —0, 596. Estes expoentes indicam se uma orbita é sensivel ou ndo as

condigdes iniciais, por meio dos expoentes verifica-se se 0 sistema é realmente cadtico.

Figura 04 — Dindmica dos Expoentes de Lyapunov
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A representacdo da fase de siléncio do neurénio, isto é, em que o comportamento do sistema converge para um
ponto estavel, é mostrado na evolugdo no tempo para | = 1, 1 nos planos de fase com a mesma excitacéo de corrente, ou
seja, figuras 5 e 6.

Figura 05 — Evolucdo no tempo para |l =1, 1.
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Planos de fase paral=1, 1
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O comportamento oscilatorio, o qual os planos de fases convergem para Orbitas periddicas, mostra 0 comportamento
gerado pelo neurdnio é transformado em fases de pulsos, com excitacdo de corrente externa de 1,2, tal fendmeno €

mostrado nas Figuras 07 e 08.

Figura 07 — Evolugdo no tempo para | = 1, 2. Evento de spiking.
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Figura 08 — Planos de fase para | = 1, 2.
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Até a excitacdo de corrente externa ser 2.7 0 sistema se mantém sendo aleatério e estavel, acima desse valor o
sistema apresenta a aleatoriedade, mas instavel e cadtico, mostrado nas Figuras 09 e 10.

Figura 09 — Evolucéo no tempo para | = 2, 8. Evento de bursting.
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Figura 10— Planos de fase para | = 2, 8.
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Portanto, pode-se inferir que o sistema apresenta varios comportamentos dependendo da excitagdo externa I. Nesse
sentido, como supracitado através dos graficos dos planos de fase para cada | respectivo, até 2.7 o sistema apresentou
comportamento periodico e estavel, sendo que no intervalo [1.2; 2.7] o comportamento spiking-quando a saida é
constituida por uma série igualmente espacados. Aumentando o | para 3.2, o sistema resulta em um comportamento
aleatorio imprevisivel e instavel, assim encontra-se 0 comportamento de bursting-quando a saida é constituida por
grupos de dois ou mais picos separados por periodos de inatividade. Para a quiescéncia, quando a estimulacdo da
entrada para o neur6nio esta abaixo de um determinado limite fazendo com que a saida atinja um regime estacionario; é
encontrado no intervalo de 0 até 1.1. Dessa forma, importante, é o fato do modelo também reproduzir comportamento
cadtico, mais ainda hiper-cadtico, na qual este comportamento reproduz no individuo humano a manifestacdo de crise
epiléptica e/ou convulsiva, visto que o sistema apresenta dois expoentes de Lyapunov positivos, comprovando ser hiper-
caotico.
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