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Resumo: O monitoramento da integridade estrutural tem sido um topico de pesquisa hd décadas. Neste contexto, o com-
portamento dindmico de estruturas que possuem descontinuidades geométricas do tipo trinca, é assunto de grande rele-
vancia na engenharia moderna. Além disso, nos ultimos anos houve um crescimento de pesquisas dedicadas a analisar o
comportamento vibracional de estruturas danificadas. Os resultados desses estudos podem ser usados para desenvolver
modelos matemdticos mais eficientes e capazes de melhorar o processo de monitoramento e detecgdo de trincas com base
em vibragdes estruturais. A andlise de vibragdo de estruturas danificadas pode ser usada como um indicador adequado
para o diagnostico de defeitos. Quando trincas abertas aparecem em uma estrutura unidimensional, uma das abordagens
adotadas, é considerar que seu comportamento pode ser modelado através de uma flexibilidade local nas proximida-
des da trinca. Neste artigo, é investigada uma abordagem simplificada para modelagem de miiltiplas trincas em vigas
submetidas a vibrac¢do transversal. Este modelo é implementado através de uma fungdo local, aplicada diretamente a
rigidez da viga, que possui na sua formulagcdo pardmetros calculados experimentalmente. Para essa fungdo, a resposta
caracteristica é um decaimento exponencial. Esse efeito provoca uma redugdo da rigidez local e das proximidades da
trinca. O modelo proposto de viga com miiltiplas trincas é apresentado e os resultados sdo investigados usando Método
do Elemento Espectral.
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1. INTRODUCAO

As estruturas em um conceito geral desempenham a fung@o de suporte nas mais diversas aplicacdes, entre elas podem
ser destacadas aquelas que suportam predominantemente cargas estdticas, como silos, torres de transmissdo, edificios
entre outros. Estruturas mecanicas, ddo suporte a pegas e elementos de maquinas que por sua constituicdo, impdem
carregamentos varidveis no tempo. Nesse contexto um entendimento do comportamento dindmico dessas estruturas é
necessdrio, ou seja, uma andlise de seus modos e frequéncias de vibragdo. Vdrios sdo os fatores que influenciam nesta
analise, entre eles o comportamento do material, sua geometria, vinculos de suporte e também se ha falhas ou defeitos.
A presenca de trincas altera o comportamento dinamico de elementos estruturais e, uma vez que seus efeitos tenham sido
compreendidos, tal fendmeno pode ser utilizado para identificar e quantificar ndo sé a presenca de trincas, como também
sua localizacao e dimensdes (Filho ef al.| 2018).

Descontinuidades geométricas agudas podem aparecer em estruturas por conta de vdrios fatores, por conta de carre-
gamentos repetidos, falha em processos de fabricacdo e defeitos do material (Krawczuk) 2002). Contudo, nem sempre é
possivel garantir que estes ndo estejam presentes, apenas avaliar se irdo ou nio progredir para um desfecho catastréfico.
Diferentes técnicas ndo destrutivas sdo utilizadas atualmente para identificar a presenca de defeitos, das quais se destacam
as andlises por meio de ultrassom, liquido penetrante, radiografia, emissdo acustica, particulas magnéticas entre outros.

Neste trabalho uma andlise estrutural dinamica de vigas de Bernoulli-Euler serd apresentada com o emprego do Mé-
todo dos Elementos Espectrais. Dessa forma, o efeito da presenca de mdltiplas trincas serd descrito matematicamente por
uma funcdo do tipo exponencial como apresentado por Kharazan et al.|(2021).

O presente trabalho estd dividido da seguinte forma: a se¢do 2 aborda a consequéncia da presenca da trinca na rigidez
de um elemento de viga, em seguida, a se¢do 3 dispde a formulacdo do Método do Elemento Espectral para um modelo de
viga uniforme de Bernoulli-Euler. Na se¢do 4 sdo mostrados os resultados das simula¢des numéricas do modelo, baseadas
nas formulagdes indicadas nas sessdes anteriores. Por fim, a se¢dio 5 conclui o trabalho e direciona os trabalhos futuros.
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2. EFEITO DA TRINCA NA RIGIDEZ DA VIGA

Inicialmente € assumido que o as trincas possuem abertura com comprimento a constante ao longo da viga. Outra
consideragdo estd relacionada ao efeito combinado da inclusdo de multiplas trincas, o que leva a um comportamento com-
plexo, assim o modelo apresentado aproxima a rigidez da viga por meio de uma mudanca local na flexibilidade (E1(x)),
ou seja, ao redor de cada uma das trincas (Kharazan ez all [2021). A Figura[I] apresenta um modelo de viga de compri-
mento L, na qual estdo presentes trincas de tamanho a.,, nas posi¢des x.,. A se¢do transversal deste elemento tem largura
w e altura b.

X

Xey

Xe, w

Viaz, " [T ] ,

Figura 1: Elemento de viga com multiplas trincas (Christides e Barr, 1984).

Christides e Barr (1984), apresentaram uma formulag@o que considerou o efeito de uma trinca em uma viga continua
com segdo transversal retangular através de uma fungdo exponencial, dada pela Eq. (T)).

El,

El(z) = 14 Crexp(—2a. [z — x| /b)

(D

O termo «. é um coeficiente constante que considera o comprimento efetivo no qual a rigidez da viga é alterado
pela presenca da trinca. De acordo com Christides e Barr (1984), para esta constante é possivel usar o valor 0,667. O
parametro C relaciona os segundos momentos de drea da se¢@o transversal da viga saudédvel e no local onde a trinca se
localiza, sendo obtido pela Eq. (2).

Iy — I
Cr=——-% 2
A PR 2)
onde I é o segundo momento de drea da segdo transversal sauddvel dado pela Eq. (3).
wb?
Iy = — 3
07 12 3)

Através da Eq. (Fl_f[) por sua vez, obtém-se I.; que também corresponde ao segundo momento de 4rea, porém considerando
agora a sec¢do transversal na qual se localiza a trinca:

w(b — ac;)?
2

3. MODELO DE ELEMENTO ESPECTRAL DE VIGA UNIFORME DE BERNOULLI-EULER

A equagdo governante para andlise dindmica de vigas de Bernoulli-Euler no dominio da frequéncia é dada pela Eq.

G

d4
EI 75 W (z) — w?pAW () = 0. 5)
para a Eq. (5), pode se assumir uma solugdo geral da forma da Eq. (6):
W(z,w) = Ce k@, (6)

onde k € o nimero de onda para flexdo pura definido pela Eq. (7).

2 1

EI

Para uma viga de Bernoulli-Euler finita com comprimento L, a solug@o geral pode ser obtida na forma da Eq. (8).

W(z,w) = Cre”* 4 Che " 4 Cye™™ 4 Oyek 8)
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onde C4, Cs, C5 e Cy sdo constantes que podem ser obtidas ao impor as condi¢des de contorno do problema. A Eq. (8)
pode ainda ser escrita na forma matricial como,

W(z,w) = Exp(z,w)C )

onde C corresponde a matriz dos coeficientes e Exp(z,w) aos coeficientes exponenciais. Dessa forma, tem-se que:

EXp(l‘,W) — [ efikx efka: eikx ka } )
Ch
_ | G
C= s
Cy

Os deslocamentos e inclinagdes nodais espectrais (d) de um elemento de viga estio relacionados ao campo de deslo-
camentos por [Lee|(2009), através da Eq. (I0).

1% W (0)
e || &W() | _
d= w | = dW(L) = H(w)C, (10)
0 Lw(L)
onde,
Exp(0)
_ | £Exp(0)
H(w) = dExp(L) : (11
#Exp(L)

O campo de deslocamentos no dominio do elemento de viga pode ser representado em termos dos deslocamentos
nodais, eliminando o vetor de constantes C por meio da Eq. (12),

W = N(z,w)d, (12)
na qual N sdo as fungdes de forma dinamicas, obtidas por meio da Eq. (13):
N = Exp/H. (13)

Os valores nodais espectrais das forgcas cortantes e momentos fletores definidos para o elemento de viga podem ser
descritos a partir das relagdes da teoria de resisténcia dos materiais na forma da Eq. (14):

o) —EI£wW/(0)
A R Efcff2 O~ g (14)
Q| | BILwe) | ’
Mo E1W (1)
onde,
dngXp(O)
_ | —BI5Exp(0)
Glw) = EId Exp(L) (15
Eld >Exp(L)

Assim, pode-se derivar as equagdes do elemento espectral a partir do seguinte procedimento descrito pela Eq. (16),
de modo a obter a matriz espectral (S) da viga de Bernoulli-Euler:

Swd=f — SwHC=GC — Sw)=GH" (16)

Como uma primeira abordagem, a inclusao dos efeitos da reducao de rigidez a flexao local da viga devido a presenga
da trinca seré feita através da substituicdo do termo E1, constante, pelo EI(z) fungdo da posi¢do, z, conforme Eq. (1)).
Neste caso, o nimero de onda k serd modificado para incluir este efeito, sendo agora dado por:

B w2pA i
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4. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta sec¢do serdo apresentados os resultados obtidos utilizando a formulacdo descrita ao longo deste trabalho. O
método do elemento espectral serd utilizado para determinar a funcdo de resposta em frequéncia para um problema
simples de viga uniforme, sujeita a presenca de trincas. Para os problemas a seguir uma viga com as propriedades e
caracteristicas dadas na Tab. [I] foram utilizadas. A posi¢do da trinca, z. e seu comprimento, a. podem variar sendo
indicado o valor em cada caso.

Tabela 1: Propriedades da viga analisada.

Propriedade Valor
Comprimento, L 0,3 m
Posi¢do da trinca, . 0,15 m
Largura da secéo transversal, w 0,01 m
Altura da se¢do transversal, b 0,01 m

Densidade, p 7850 kg/m3

Moédulo de Elasticidade, E 210 GPa

Parametro constante, «,. 0,667

4.1 Reducao de rigidez na viga devido a trinca

Antes da andlise dindmica, € interessante observar o efeito da trinca na redugéo localizada da rigidez. O comprimento
da trinca foi tomado como sendo igual a 1%, 5% e 10% do valor da altura de sua se¢do transversal. A Figura[2} apresenta
o comportamento da fun¢@o descrita pela Eq. (1) na sua forma normalizada (f(x) = EI(x)/FEIy) para os trés casos.

061 Comprimento da Trinca i

1%
5%
10%

f(x)

02} 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
X, m

Figura 2: Efeito da reducao de rigidez a flexdao nas proximidades da trinca.

Para o caso de mdltiplas trincas, € considerada agora a mesma fungdo normalizada definida no paragrafo anterior. O
comprimento de cada trinca € fixado em 5% da altura da se¢do transversal, b.
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Figura 3: Efeito da reducdo de rigidez a flexdo para um caso de miltiplas trincas.

4.2 Viga com uma trinca sujeita a uma carga constante

Para este exemplo, serdo utilizadas as mesmas dimensdes e propriedades apresentadas na Tab. [I] As condi¢des de
contorno para o elemento de viga analisado sdo o engastamento em uma de suas extremidades e uma forca cortante
constante e unitdria, P na extremidade livre. A posicéo da trinca é L. = 0,15 m e seu comprimento é a, = 0,01b da
altura, b da secdo transversal. Os resultados para esta configuragdo sdo mostrados na Fig.|4] A varredura foi feita na faixa
entre 0 e 2 kHz e o deslocamento € aquele da extremidade livre.

Viga

-40 |- Intacta 1
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-60

-80

-100

-120
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-180

200 . . .
0 0.5 1 1.5 2

Frequéncia em kHz

Figura 4: Funcao de resposta em frequéncia para uma viga com comprimento de trinca a. = 0, 010.

Na Figura [4] é possivel notar a alteragio do comportamento dinimico da viga analisada, o que se acentua com o
aumento da frequéncia observada. Um outro exemplo apresentado na Fig. [5] mostra a alteragdo de comportamento de
forma ainda mais clara, com o aumento no comprimento da trinca, a, = 0, 05b.
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Viga
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Figura 5: Funcao de resposta em frequéncia para uma viga com comprimento de trinca a, = 0, 055.

4.3 Viga com miiltiplas trincas sujeita a uma carga constante

A inclusdo de mdltiplos defeitos é agora considerada. Trés trincas sdo posicionadas ao longo do comprimento, . =
[0,05 0,15 0,25|m. Todas com o mesmo comprimento a. = 0,05b. As condigdes de restri¢do, carregamento e
demais propriedades sdo as mesmas do caso anterior.

-40 T T T
Viga
Intacta
Oy Com trinca (1%)| |

Deslocamento - FRF

-140

-160

-180

0 0.5 1 1.5 2
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Figura 6: Funcfo de resposta em frequéncia para uma viga com trés trincas localizadas em . = 0,05, 0, 15 e 0,25
m, com comprimento de trinca a, = 0, 01b.

5. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma formulagao do método do elemento espectral para uma viga de Bernoulli-Euler, na qual
o efeito de reducdo de rigidez local foi modelado usando uma funcio exponencial que altera a flexibilidade da viga em
torno de uma trinca de forma proporcional as suas dimensdes. Foi possivel observar que o uso desta técnica, permitiu
analisar os efeitos destas descontinuidades locais e suas consequéncias no que diz respeito a0 comportamento dinimico
da estrutura. Contudo, trata-se de um trabalho inicial, no qual o comportamento ndo linear do sistema foi simplificado
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e as alteracdes na rigidez flexural foram impostas na solucgdo tradicional do modelo. Em trabalhos futuros, pretende-se
incluir esta ndo linearidade na andlise a partir da equagdo diferencial do movimento da viga de Bernoulli-Euler, de forma
a se observar o efeito da trinca em todos os pontos da estrutura.
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Abstract: Structural integrity monitoring has been a topic of research for decades. In this context, the dynamic behavior
of structures that have crack-type geometric discontinuities is a subject of great relevance in modern engineering. In
addition, in recent years there has been a growth in research dedicated to analyzing the vibrational behavior of damaged
structures. The results of these studies can be used to develop more efficient mathematical models capable of improving
the process of monitoring and detecting cracks based on structural vibrations. Vibration analysis of damaged structures
can be used as a suitable indicator for fault diagnosis. When open cracks appear in a one-dimensional structure, one of
the approaches adopted is to consider that their behavior can be modeled t hrough a local flexibility in the vicinity of the
crack. In this article, a simplified approach for modeling multiple cracks in beams subjected to transverse vibration is
investigated. This model is implemented through a local function, applied directly to the stiffness of the beam, which has
experimentally calculated parameters in its formulation. For this function, the characteristic response is an exponential
decay. This effect causes a reduction in the local stiffness and in the vicinity of the crack. The proposed multi-cracked
beam model is presented and the results are investigated using the Spectral Element Method.

Palavras-chave: Beam, Multiple Cracks, Spectral Element, Wave Propagation
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