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Resumo: Processos de fabricagdo de estruturas acopladas, deslocamentos angulares nos acoplamentos ou descontinui-
dades geométricas, em muitos casos, sdo responsdveis pelo comportamento sensivel a vibragdo ndo sendo facilmente
detectdveis. Para elementos estruturais que apresentam descontinuidades geométricas, ainda se faz necessdrio a imple-
mentagdo de modelos matemdticos que expressem os efeitos desses acoplamentos, com a finalidade de ajudar a prever
quais faixas de frequéncias, dngulos ou regioes estruturais, sdo responsdveis pela hipersensibilidade. No presente traba-
lho estruturas acopladas unidimensionais sdo estudadas com a finalidade de analisar as condicdes nas quais esta des-
continuidade geométrica podem causar alteracées no comportamento vibratorio das estruturas. Tal formulagdo permite
identificar variagdes com alto grau de sensibilidade. Para isso, foi utilizada uma metodologia baseada na decomposi¢do
cldssica de ondas, para um elemento de viga ramificado semi-infinito. Através desse estudo, observamos que os dngu-
los de acoplamento nas descontinuidades considerados criticos podem ser identificados. Foram observados também as
variagoes das amplitudes de ondas incidentes que sdo refletidas e transmitidas na descontinuidade em funcdo do dngulo
de acoplamento. Além disso, foram observadas as parcelas propagantes das amplitudes de ondas longitudinais e de
flexdo, transmitidas e refletidas no acoplamento do elemento de viga ramificado. Os coeficientes de transmissdo, reflexdo
e suas combinagées, para um elemento de viga semi-infinito ramificado também sdo investigados. O modelo proposto é
apresentado e os resultados sdo verificados usando o método decomposicdo cldssica de ondas.
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1. INTRODUCAO

Estruturas acopladas estdo sujeitas a um certo grau de incerteza para determinados valores do angulo de acoplamento.
Essa sensibilidade toma maiores propor¢des a medida que a complexidade do sistema aumenta, como por exemplo, a
presenca de ramifica¢des na estrutura. Portanto, € necessario prever o comportamento dinadmico de elementos estruturais
de vérias configuracdes utilizados na engenharia, tais como: barras, vigas, placas planas, cascas, etc, de forma répida, pre-
cisa e eficiente. De acordo com a literatura, valores particulares de pequenos deslocamentos dos dngulos de acoplamentos
podem induzir variagdes muito grandes na resposta, além de ndo serem facilmente detectadas em sistemas complexos e
sensiveis (Ouisse and Guyader, 2003a; |[Bernhard} [1996). Essas descontinuidades geométricas ou deslocamentos angula-
res no acoplamento sdo, em muitos casos, responsaveis pela sensibilidade do sistema. Além disso, a literatura dispde de
estudos que aplicam métodos matemdticos para prever configuracdes responsaveis pela hipersensibilidade em sistemas de
placas e vigas (Ouisse and Guyader, 2003b; |[Rebillard and Guyader, [1997)).

Diante disso, o avango tecnoldgico e aprimoramento de ferramentas computacionais tem motivado cada vez mais
estudos em andlise estrutural. Desse modo, o desenvolvimento de novas metodologias que prevejam e identifiquem
danos tem ganhado bastante atencao de pesquisadores com o objetivo de proporcionar ambientes que oferecam conforto
e segurancga (Santos, 2018} |Li ef al.l 2012).

Sendo assim, a academia tem alcancado significativos avangos ao investigar novas ferramentas de engenharia que
satisfacam o propdsito de encontrar métodos de diagndsticos rdpidos e precisos com aplicagdes praticas na industria e
cotidiano da sociedade (Klikowicz et al.,[2016; Mohan et al.,2014]).

Dessa forma, o objetivo deste trabalho consiste em estudar e descrever o comportamento vibracional de uma estrutura
de viga semi-infinita ramificada em Y com angulagdo arbitrdria do tipo Bernoulli-Euler. Assim como analisar os
coeficientes de reflex@o e transmissao na estrutura, ou seja, as relacdes de acoplamento, além de mostrar a sensibilidade
do modelo & descontinuidade apresentada e os dngulos criticos de acoplamento. Esse estudo foi realizado através da
decomposicdo de ondas refletidas e transmitidas devidas a incidéncia de uma poténcia de flexdo no acoplamento da
estrutura.
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2. METODOLOGIA
2.1 Relacoes de Continuidade e Compatibilidade em uma Viga Ramificada Semi-Infinita

Na Figura 1, é mostrado uma viga ramificada semi-infinita de material homogéneo, isotrépico e de propriedade geo-
métrica idéntica. Para descreve o comportamento vibracional da estrutura € utilizado a teoria da viga de Bernoulli-Euler
(Xu and Li, 2008 |Chol, [1993)). Na regido do acoplamento ou descontinuidade, a origem dos sistemas de coordenadas no
ponto O, sdo coincidentes (r1 = z2 = x3 = 0) e os angulos de acoplamento ¢z e ¢3, sdo medidos a partir do eixo z; da
viga incidente (1), o sentido anti-horério € considerado positivo, como mostrado na Figura 1.

viga incidente

—NN\eA 1 C 1 V\— ;
1 VR, O+ VW— Diq -0

X

Figura 1: Acoplamento de uma viga ramificada semi-infinita.

Para o modelo de viga ramificado sdo considerados ondas incidentes de flexdo e longitudinal no acoplamento da viga
incidente, com amplitudes, A; e R, respectivamente. Devido as ondas incidente, atuando na descontinuidade, implicard
no surgimento de ondas longitudinais e flexdo, transmitidas e refletidas em cada ramificacdo semi-infinita da viga, como
mostrado na Figura 1. O deslocamento transversal da viga 1, pode ser representado por

wy (21) = Are™ ™ 4 Cre™ + Dyet, (1
onde, k = /w(pS/ EI)l/ * . & 0 niimero de onda de flexdo da viga ramificada, C; e D; sdo as amplitudes complexas das
ondas de flexdo propagante e evanescente da viga 1, respectivamente. O deslocamento longitudinal da viga 1 € dado por,

uy (1) = Rye” 71 4 QreP™1, 2
onde, § = w+/p/E, é o nimero de onda longitudinal, (); é a amplitude complexa da onda longitudinal propagante da
viga 1. O deslocamento transversal da viga 2 é representado por,

wy (x3) = Age™ "2 4 Bye "2, 3)
no qual, A e B5 sdo as amplitudes complexas das ondas de flexdo propagante e evanescente da viga 2. O deslocamento
longitudinal da viga 2 é dado por,

up (2) = Rpe™ 772, )
onde, Ry é a amplitude complexa da onda longitudinal propagante da viga 2. O deslocamento transversal da viga 3 é
representado por,

ws (z3) = Aze™ "3 + Bae 3, (5)

no qual, A3 e Bs s@o as amplitudes complexas das ondas de flexdo propagante e evanescente da viga 3. O deslocamento
longitudinal da viga 3 é dado por,
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us (v3) = Rze "7, (6)

onde, R3 é a amplitude complexa da onda longitudinal propagante da viga 3.

Uma vez conhecido os campos de deslocamentos, as forgas generalizadas podem ser determinadas usando as leis
constitutivas, que estabelecem as ligacdes entre esforcos e deslocamentos, que podem ser escritas para 0 momento fletor
M (x), forga de cisalhamento V' (z) e for¢a normal N (z) das seguintes formas:

dzwi
2
dz;

By du;
3 e N(x)= Edei

M (z;) = EI V (2;) = —EI (i=1,2,3). 7

Também € possivel definir a inclina¢do da se¢do transversal da viga ramificada, dada por:

- dwi

0(w) = dx;

(i=1,2,3). (8)

No acoplamento sdo consideradas nove equacdes de condigdes de equilibrio, sendo quatro de continuidade de deslo-
camento transversal e axiais, duas de inclinacio, trés condi¢des de equilibrio de forcas axiais, transversais € momentos
aplicados no acoplamento. A continuidade do deslocamento transversal entre as vigas 1 e 2, e as vigas 1 e 3, sdo repre-
sentadas pelas seguintes expressoes:

w1 = g sin (¢2) + wa cos (¢2) )
e7

w1 = ugsin (¢3) + ws cos (P3) . (10

A continuidade do deslocamento axial entre as vigas 1 e 2 e as vigas 1 e 3, s@o expressas por

uy = ug cos (¢a) — wa sin (¢2) (11)
e7

uy = us cos (¢3) — w3 sin (¢3) . (12)

As relacgdes de inclinagido no acoplamento entre as vigas 1 e 2, e as vigas 1 e 3 sdo representadas como,

dw1 - d’lUQ dw1 - dwg

B s el 13
dry  dxe’ dwxq  dxs (13)
Assumido o equilibrio no acoplamento, temos a equagdo da forca na direcdo axial, expressa por

— Ny + N3 cos (¢2) + N3 cos (¢3) — Vasin (¢2) — Vasin (¢3) =0, (14)

onde N, Ny e N3 sdo as forcas axiais das vigas 1, 2 e 3, respectivamente, V;, V5 e V3 sdo as forcas cortantes da vigas 1,
2 e 3, respectivamente. As forcas no acoplamento na dire¢d@o vertical sdo expressas pela equacio do equilibrio dada por,

—V1 4+ Nasin (¢2) + N3 sin (¢3) + Va cos (¢2) + Va cos (¢3) = 0, (15)

0 equilibrio do momento no acoplamento, temos

—My + My + M3 =0. (16)

Escrevendo na forma matricial as nove equagdes para x1 = x2 = x3 = 0, obtemos o seguinte sistema:

[HI{C} = {p}, (17
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onde [H] é a matriz do nimero de ondas, {C'} é o vetor de amplitudes das ondas e {p} é o vetor de incidéncia, represen-
tados da seguinte forma:

1 —cos(¢2) 0 1 —cos(¢2) 0 0 — sin (¢2) 0 1
1 0 —cos(¢3) 1 0 —cos(¢3z) O 0 — sin (¢3)
0 sin (¢p2) 0 0 sin (2 0 1 —cos (¢2) 0
0 0 sin (¢3) 0 0 sin (¢3) 1 0 —cos (¢3)
[H] = | i i 0 1 1 0 0 0 0 . (18)
7 0 7 1 0 1 0 0 0
0 sin (¢2) ¢ sin (¢3) ¢ 0 —sin(¢2) —sin(ps) —pi —pcos(p2)i —p cos(Ps)i
—i  —cos(¢p2)i —cos(¢s)i 1 cos (¢2) cos (¢3) 0 —psin(p2)i —psin(¢sz)i
1 -1 -1 -1 0 |
e,
Cy —A;
A2 _Al
As —R;
Dy —Ry
{Ct=4 B2 ¢, {p}= Aqi 19)
B3 Ay
@1 —Rypi
Ry —Aqi
Rg _Al

onde a varidvel p € um parametro estrutural adimensional, que pode ser representado como sendo uma frequéncia adi-
mensional (Ouisse and Guyader, |2003a). No qual, pode ser expressa pela razdo entre o nimero de onda de flexdo e
longitudinal, dado por:

_ S8 _(ES\'_k
“_IkS_(pr2> B 20

2.2 Coeficiente de Transmissao e Reflexao Para uma Viga Ramificada

Para calcularmos os coeficientes de transmissio e reflexdo é necessario obtermos a poténcia média temporal da viga
ramificada (Cho, [1993). Dada um excita¢do harménica de flexdo, a poténcia incidente de flexdo (P;,) de uma viga é
representada por:

21

1 dw* dPw*
Pin =3 - -M—— )
2%{ V=t dxdt}

onde dw* /dt é o conjugado complexo da velocidade transversal da onda incidente e d?w* /dxdt é o conjugado complexo

da velocidade angular da onda incidente. Para uma onda incidente de flexdo com amplitude unitdria Ay = 1e R; = 0,
temos a poténcia incidente de flexdo expressa por:

P, = FIkw. (22)

Aplicando o principio da conservacdo de energia para um modelo de acoplamento de uma viga semi-infinita ramifi-
cada, temos:

Py, = Pyr1 + Ppio + Pz + Py + Py + Pys, (23)

onde Py, € a poténcia de flexdo da onda refletida na viga 1, P9 € a poténcia de flexdo da onda transmitida para viga
2, Py3 € a poténcia de flexdo da onda transmitida para viga 3, P}, € a poténcia longitudinal da onda refletida na viga 1,
Pyo € a poténcia longitudinal da onda transmitida para viga 2 e Pj;3 € a poténcia longitudinal da onda transmitida para
viga 3. O coeficientes de transmissao e reflexdo da viga ramificada sio calculados a partir das poténcias médias incidente,
transmitidas e refletidas no acoplamento da seguinte forma:

_ P Pra Pps P Pua | Pus

= et TR e TR,

L=rp1 +tpo +tps + 11 + bz + tus. 24)



XI Congresso Nacional de Engenharia Mecéanica
07 a 11 de Agosto de 2022, Teresina-Pi, Brasil

3. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secao mostraremos o comportamento da estrutura ramificada com relacdo a sensibilidade aos angulos de aco-
plamento. O primeiro passo € encontrar um indicador que possa determinar em qual intervalo de angulos, a estrutura é
considerada com alta sensibilidade ou nenhuma sensibilidade. Para essa andlise as vigas escolhidas possuem as mesmas
caracteristicas: drea da secdio transversal quadrada S = 1 x 10~* m?, momento de inércia I = 8,3333 x 10710 m?,
médulo de Young’s E = 210 GPa, densidade p = 7800 kg/m?, frequéncia f = 100 Hz, angulo de acoplamento
@3 = | — ¢2| e o parAmetro estrutural adimensional p = 53,486. Para as andlises a seguir, uma investiga¢do da evo-
lucdo das amplitudes das ondas propagantes é realizada, como mostrado na Figura 1. As ondas ditas propagantes sido

responsaveis pelo comportamento da vibrag@o estrutural de campo distante, que serd o foco dessa anélise.

Figura 2, é observado o comportamento das amplitudes das ondas propagantes transmitidas e refletidas de flexdo e
longitudinal, devido a uma onda incidente de flexdo de amplitude unitdria. Nesta figura, observamos regides distintas de
acordo com angulo de acoplamento. Quando o &ngulo for igual a zero, a onda incidente nio € transmitida totalmente, pois
existe no acoplamento uma ramificagdo, provocando uma descontinuidade geométrica. A medida que o dngulo de aco-
plamento aumenta as ondas transmitidas diminuem, para este caso, a sensibilidade da resposta ao dngulo de acoplamento
tem um valor considerdvel na faixa de 0-20°. Ap6s essa faixa, definimos uma grande regido em que as ondas transmitidas
e a refletida, possuem um comportamento uniforme, a sensibilidade terd valores baixos devido a regularidade da resposta.
Por fim, os valores tedricos de maxima reflexdo e minima transmissao sdo atingidos em 180°. A figura também mostra as
amplitudes das ondas longitudinais transmitidas. Essas curvas apresentam regides de alta sensibilidade quando o dngulo
de acoplamento € préximo de 0° e 180°.
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Figura 2: Amplitudes das ondas de propagacao de flexao e longitudinal.

Para melhor a visualizacio das regides de sensibilidade e estabelecer angulos de acoplamento critico, as derivadas das
amplitudes de propagacio das ondas de flexdo sdo calculadas e mostradas na Figura 3. As regides de alta sensibilidade
pode ser observadas nesta figura. A primeira estd centrada em um angulo de 7°, enquanto o segundo estd centrado em
um angulo tedrico de 175°. Para cada regido de sensibilidade € possivel definir um valor preciso do angulo critico, por
exemplo na faixa de 0-20°, pois tanto as ondas transmitidas quanto a refletida atingem sua méaxima sensibilidade para o
mesmo angulo de acoplamento.
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Figura 3: Derivadas das amplitudes das ondas de propagacio de flexao.

Na Figura 4, sdo mostrados os coeficientes de transmissdo e reflexdo de uma viga ramificada. Para essa andlise é
importante lembrar que, para o calculo dos coeficientes, foi utilizado o principio da conservagdo de energia e uma onda
incidente de flexao de amplitude unitdria. Nesta figura, as regides de sensibilidade também podem ser identificadas.
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Figura 4: Coeficientes de transmissao e reflexao.

4. CONCLUSAO

Para os resultados apresentados de uma viga ramificada, podemos definir um dngulo critico, para o qual a sensibilidade
da onda transmitida e refletida em relagdo ao angulo de acoplamento. Seus valores maximos estdo relacionados pela
mudancga rapida dos caminhos de transmissdo, que sdo claramente identificados por uma anélise de propagacao de ondas.
O valor deste angulo depende do nimero de ramifica¢des da estrutura e excitacdo, mas para o modelo estudado os valores
sdo menores que 10° ou préximo de 180°. Esses resultados podem ser usados para entender o comportamento de estruturas
finitas, nas quais existem varios tipos de ondas, com muitas incidéncias, e os resultados apresentados indicam a existéncia
de um angulo critico cujo valor ¢ inferior a 10°.
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Resumo: Manufacturing processes of coupled structures, angular displacements in couplings or geometric discontinui-
ties, in many cases, are responsible for the vibration sensitivity and are not easily detectable. For structural elements that
present geometric discontinuities, it is still necessary to implement mathematical models that express the effects of these
couplings, in order to help predict which frequency ranges, angles or structural regions are responsible for hypersensiti-
vity. In the present work one-dimensional coupled structures are studied, in order to analyze the conditions under which
the effects of geometric discontinuity can induce in the structures a vibratory behavior with a high degree of sensitivity.
For this, a methodology based on classical wave decomposition was used for a semi-infinite branched beam element.
Through this study, we observed that the coupling angles in the discontinuities considered critical can be defined. It was
also observed the variations in the amplitudes of the incident waves that are reflected and transmitted in the discontinuity
as a function of the coupling angle. Furthermore, the propagating parcels of the amplitudes of longitudinal and bending
waves, transmitted and reflected in the coupling of the branched beam element, were observed. The transmission and re-
flection coefficients and their combinations for a branched semi-infinite beam element are also investigated. The proposed
model is presented and the results are verified using the classical wave decomposition method.

Palavras-chave: Branched beam, Wave propagation, Transmission and reflection coefficients, Coupling relationship
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