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Resumo. Este trabalho tem como objetivo apresentar a solugdo matematica da equacéo da difusdo de calor em regime
transiente unidimensional (direcdo x) em uma parede plana, com isolamento e convec¢do em um ambiente de
temperatura zero e sua analise numérica. A metodologia adotada consiste na utilizacéo de transformadas de Laplace
para solugdo analitica e da implementacéo de um cédigo para solugdo numérica, via Maple 21, para analise posterior.
Os parametros analisados foram a condutividade térmica, a temperatura inicial e a espessura da parede. Os resultados
possuem boa concordancia com os presentes na literatura, apresentando 0os mesmos comportamentos e tendéncias.
Palavras-chave: Solucdo Analitica, Laplace, Analise Numérica, Maple.

Abstract. For the present paper aims to present the mathematical solution of the one-dimensional transient heat equation
(x direction) in a flat wall, with insulation and convection in a zero temperature environment and its numerical analysis.
The methodology adopted consists in the use of Laplace transforms for analytical solution and the implementation of a
code for numerical solution, in Maple 21, for further analysis. The parameters analyzed were thermal conductivity,
initial temperature and wall thickness. The results are in good agreement with those in the literature, presenting the
same behaviors and trends.

Keywords: Analytical Solution, Laplace, Numerical Analysis, Maple.

1. INTRODUCAO

O problema em estudo consiste na difusdo de calor em regime transiente unidimensional (dire¢do x) em uma parede
plana, com isolamento e convecgdo em um ambiente de temperatura zero, presente em diversas aplicagdes.

Dentre elas podemos citar aplicages de conforto térmico, no qual o principal objeto € mantém a temperatura interna
do ambiente isolado em patamares aceitaveis, no qual as condi¢fes de conforto sejam garantidas.

A Figura (1) ilustra o fendbmeno em analise.
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Figura 1. Difusdo de calor (parede plana), com isolamento e convecgao.
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O isolamento térmico é aconselhavel quando a temperatura exterior esta inferior a 10 °C, podendo ser associada a

aquecimento artificial (Frota e Schiffer, 2001).

Neste contexto, este trabalho tem como objetivos:
e Mostrar a modelagem e solugdo matematica para o fenémeno de difusdo de calor em regime transiente
unidimensional em uma parede plana, com isolamento e convecgdo em um ambiente de temperatura zero.

e Implementar uma solucdo no software Maple 21, para analise numérica.
Analisar numericamente o comportamento do fendmeno, variando os seguintes pardmetros: condutividade

térmica, temperatura inicial e espessura.

MODELAGEM MATEMATICA

2.
Nesta secdo sdo apresentadas as equacdes que modelam o problema e suas condic¢fes de contorno. O fenémeno em

andlise € ilustrado pela Fig. (2).
Partindo da equacéo da difusdo de calor em coordenadas cartesianas, Equacéo (1).
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Figura 2. Conducao de calor transiente em uma parede plana.

Para difusdo de calor em regime transiente na dire¢do X, temos as seguintes hipéteses: condugdo unidimensional
(direcéo x), auséncia de geragéo de calor (¢ = 0) e propriedades constantes (k, p, ¢p). Desta forma, obtemos a Equagéo

(2), sendo a mesma, responsavel pela formulagdo matematica do problema em analise.

O°T(x,t) 1 aT(xt) @
ox? a ot

As condigdes de contorno (isolamento e conveccao), sao ilustradas na Fig. (3), que fornece as Equaces (3a) e (3b).
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Figura 3. Condic¢6es de contorno (isolamento e conveccao).
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%I -0 (33)
X x=0

a +HT| =0 (3b)
OX |y, =

Onde: H, expressa a razdo entre o coeficiente de transferéncia de calor por convec¢do e a condutividade térmica do
meio (H = h/k).

A condicdo inicial é indicada pela Eqg. (4).
T(x,t=0)=T, 4)
3. SOLUCAO DO MODELO MATEMATICO

A solucdo do modelo matematico apresentado a seguir € descrita por Kakac et al (2018), ilustrada pela Fig. (4).

Formula¢io do problema para T (x, t)
+ Equacio diferencial
* Condigdes iniciais e de contorno
v
Transformada de Laplace do problema em relagio a t
\
Equagio diferencial ordinaria e
condicdes de contorno para T (x, s)

)

‘ Teoria da equacéo diferencial ordinaria ‘
{
| Solugdo para T(x, s) |

| Inversio de T (x, s) |
v
| Solugéo para T'(x, t) |

Figura 4. Procedimento para resolver problemas por transformadas de Laplace

Vamos primeiro encontrar a transformada de Laplace da Eq. (2), isso é:

[{M}EK{M} -
OX a ot

O uso das propriedades de transformacdes de Laplace, produz:

2 27
[{a T(f,t)}:a T(>2<,s) -
OX OX

lf{m(x’t)}:l[sf(x,s)_T(o)]:if(x,s)—T—O (6b)
a ot a a a

Assim, a Eq. (5) pode ser escrita como:

2_ p—
0 T(z’s)_iT(X’s):T_o (7
OX a a
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De forma analoga, aplicando a transformada de Laplace nas condi¢Ges de contorno (Equagdes (3a) e (3b)), obtemos:

T T

L a Ll 0 (8)
OX |40 OX o

i +H[{T|7L}:g +HT| =0 (8b)
OX |y, = x| | x=L

A solucéo geral da equacdo diferencial ndo homogénea pode ser escrita como:

T(XS)=TH(XS)+Tr(X,5) 9)

Referente a parte homogénea, tem-se:

2_ —
0 T()Z(:S) —ET(X,S)=O (120)
OX a

Como indicado em Kreyszig (2011), a equacio caracteristica é: A° +aA+b=0.Sendo, a=0:b= -s/a.
Portanto, temos o Caso 1: a? —4b >0

Onde: 12—> -0 4= s/a

a
Cuja solugéo geral é dada por (Hahn e Ozisik, 2012): 8(X) =C, cosh (lX) +C,sinh (/1X)
Portanto, a solucdo geral da Eqg. (10), pode ser expressa pela Eq. (11).
TH(X,S)=ClCOSh( s/ax)+Czsinh( s/ax) (11)
A solucéo particular € obtida na transformada de Laplace com as condigdes de contorno, como:
= T
Te(x,8)=-2 (12)

S
Desta forma, agrupando as Equagdes (11) e (12), obtemos:
= . T,
T(x,s)=Clcosh( s/ax)+C25|nh( s/ax)+—° (13)
S
Aplicando a condicéo de contorno indicada na Eg. (8a) na Eq. (13), temos:
C,+/s/asinh(0)+C,,/s/a cosh(0)=0—C, =0

Assim, a Eq. (13) assume a forma:

T(x,5)=C, cosh( s/ax)+T?° (14)
Aplicando agora a segunda condi¢éo de contorno, Eq. (8b), na Eq. (14), tem-se:
C, s/asinh( s/aL)+H{Clcosh( s/ax)+T—°}=0 (15a)
S
. _ T,
Cl[\/s/a S|nh(\/s/aL)+H cosh( s/aL)}——H < (15b)
C,=- HT, (15c¢)

s[ s/a sinh( s/aL)+ H cosh( s/aL)J
Retornando a Eg. (15c) na Eq. (14):
HT, cosh( s/ax)

T(xs)=2- (16)
S s[ s/asinh( s/aL)+Hcosh( s/aL)J

Dividindo ambos os lados da Eq. (16) por T,, obtemos:

T(x,s) 1 H cosh( s/ax) -

T, s s[ s/asinh( s/aL)+Hcosh( s/aL)}
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X =X X =X

. - .. e +e€ . e —e€
Convertendo os termos hiperbdlicos em exponenciais, sendo: cosh(x) = T ;sinh(x) = T

Assim:

Xl 4 g ehVe _gLFa etV 4 g e

cosh|X\/s/a | = sinh(L./s/er ) = cosh(LJ5/a) =

(x5/) (Ls/a) (Lys/a) )

Logo:

T XJS/_a —X+/S/a

T(xs) 1 H (e +e ) “
TO S S|: ,S/a(eL S/a_efL S/a)+H(eL S/a+e7|_ s/a):|

Reorganizado os termos, podemos reescrever a Eq. (18), como:

Tos) 1 H e g tonf , N
T, s s H +./s/e 1+meﬂ -

H+.s/a

1 0
Expandindo o Gltimo termo no colchete como uma série binomial, sabendo que: —— =1-2+ °-1°= Z -n"z"

Z n=0

H—-4s
Para: Z = —/a g 2L

H+.s/a
Portanto:
T(x,s) 1 He W gl = = (H_ [s/a) L,

-z 0 )| —E | e (20)
T, s s H+s/a = H +s/a

Para os primeiros termos do somatdrio da Eq. (20), aplicando a transformada inversa de Laplace (casos 1 e 57 da
tabela 9-1 do Hahn e Ozisik, 2012), finalmente, obtemos a solugdo do modelo matematico, expressa pela Eq. (21).

T g | erfe =X —eH(L‘X”HZ“IerfC(H Jat + L X J
T, 4at 4at o

L+x 2 L+x
—| erfc —= — M (tr0+H “‘erfc(H Jat + j +
{ dat Jaat

4, RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados numéricos apresentados nesta secdo, foram obtidos por meio da utilizagdo do software Maple, versao
21.

A Tabela (1) apresenta os dados de entrada, cujo resultado ilustrado na Fig. (5) é considerado, neste trabalho, como

resultado “padrdo”, para implementacdo do problema e suas posteriores analises.

Tabela 1. Dados de entrada.

Propriedade Simbolo | Unidade Valor
Coeficiente de transferéncia de calor por conveccdo h W/(m2.°C)) 200
Condutividade Térmica k W/(m.°C) 10
Difusividade Térmica a m?/s 0.5x10°
Espessura L m 0.05
Temperatura inicial To °C 25
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Figura 5. Resultado “padrio”. (a) Grafico de superficie T versus t - x. (b) Grafico T versus x.

~ %

Sendo definido o niimero de Biot, como: Bi = hL/k . Desta forma, para o resultado “padrdo”, Fig. (5), com base na

Tab. (1), temos Bi ~ 1.
De acordo com Incropera et al (2014), abrangemos 0s seguintes comportamentos de distribuicdo de temperatura em
regime transiente para diferentes nimeros de Biot em uma parede plana resfriada simetricamente por conveccéo,

ilustrados na Fig. (6).
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Figura 6. Distribuicao de temperatura em regime transiente para diferentes nimeros de Biot em uma parede
plana resfriada simetricamente por conveccao.

Desta forma, comparando os resultados apresentados na Fig. (5), com os previstos na literatura, Fig. (5), constatamos
gue ambos possuem 0 mesmo comportamento (tendéncia), para Bi = 1, descrevendo o mesmo fenémeno.

4.1. Anélise numérica

Referente a analise numérica do comportamento do fenémeno, foram mantidos fixos os dados de entrada da Tab. (1),
variando apenas os parametros considerados nos casos apresentados a seguir, sendo eles:

Variacéo da condutividade térmica (k):

Caso 1: k=1 W/(m.°C) — Figura (7)
Caso 2: k=50 W/(m.°C) — Figura (8)
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Figura 7. Caso 1: k =1 W/(m.°C). (a) Gréfico de superficie T versus t - x. (b) Grafico T versus x.

Variagéo da Temperatura inicial (To):

Caso 3: To = 15°C - Figura (9)
Caso 4: To = 35 °C — Figura (10)

Variacao da Espessura (L):

Caso 5: L =0.15m - Figura (12)
Caso 6: L =0.50 m — Figura (13)
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Figura 8. Caso 2: k = 50 W/(m.°C). (a) Grafico de superficie T versus t - x. (b) Gréfico T versus x.

As Figuras (7) e (8) demonstram que a condutividade térmica é diretamente proporcional ao fendmeno de difuséo de
calor no meio, conforme indica a lei de Fourier.

Desta forma, quanto maior seu valor, mais rapidamente o corpo atingird o equilibrio térmico com a temperatura da
vizinhanca, e vice-versa.
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Figura 10. Caso 4: To = 35 °C. (a) Grafico de superficie T versus t - x. (b) Gréafico T versus x.

Referente a temperatura inicial, conforme apresentado nas Figuras (9) e (10), podemos constatar que ambas
demonstram o mesmo comportamento, sendo a Unica diferenga constatada o prdprio pardmetro To, diminuindo
linearmente a diferenca de temperaturas (AT).

Desta forma, se considerarmos 0 caso em que a temperatura inicial assume o mesmo valor da temperatura da
vizinhanga, teremos 0 comportamento ilustrado na Figura (11), no qual teremos um equilibrio térmico permanente
(AT= 0 °C), ou seja, ndo ocorre 0 processo de transferéncia de calor.

1000
2000
1[s] 3000 0.04

x[m]

Figura 11. Gréfico T versus x para To=0°C = Ts, .



XXVIII Congresso Nacional de Estudantes de Engenharia Mecénica
09 a 13 de maio de 2022, Santa Maria, Rio Grande do Sul, Brasil

5

-0.15 -0.10 -005 0 005 010 015

x [m]

(a) (b)
Figura 12. Caso 5: L = 0.15 m. (a) Gréfico de superficie T versus t - x. (b) Gréafico T versus x.

T[°C)

(@) (b)
Figura 13. Caso 6: L = 0.50 m. (a) Gréfico de superficie T versus t - x. (b) Gréafico T versus x.

Por fim, nas Figuras (12) e (13) sdo apresentados os resultados para variacdo da espessura (L), constata-se que a
mesma é inversamente proporcional ao fendmeno de difusdo de calor no meio, conforme indica a lei de Fourier.

Outro fator a ser citado é referente ao nimero de Biot (neste caso, Bi >> 1), em que podemos observar 0 mesmo
comportamento dos resultados descritos na Fig. (6).

5. CONCLUSOES
De modo geral, pode-se concluir que os objetivos desta pesquisa foram atingidos.

Os resultados apresentam boa concordancia com os presentes na literatura, tendo 0s mesmos comportamentos e
tendéncias, permitindo assim, a garantia de uma correta analise do fendmeno em estudo.
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