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Resumo. Os programas computacionais sdo utilizados na engenharia para automatizar calculos longos e repetitivos,
com seguranca e velocidade. As estruturas trelicadas sdo bastante comuns em projetos estruturais, embora possuam
uma formulagdo simples para obtencdo de sua configuracdo deformada, este processo pode se tornar bastante
exaustivo e suscetivel a erros, dependendo do tamanho da estrutura. Os softwares de simulagdo numérica séo
excelentes ferramentas para este tipo de calculo, porém séo caros e pesados em grande maioria. Entdo, este trabalho
tem como objetivo apresentar o programa MechCal - Truss Analysis, desenvolvido em matlab para analise estrutural
de trelicas bidimensionais utilizando o método dos elementos finitos. Este programa é uma alternativa simples e
eficiente para calcular as tenses e os deslocamentos em estruturas reticuladas. Para a modelagem geral de um
problema de trelicas, foram apresentados trés tipos de estruturas com diferentes carregamentos para validar o
programa. Os resultados do MechCal — Truss Analysis foram comparados com os valores obtidos por simulagéo
numérica do software Ftool. Os resultados obtidos poderdo ser utilizados em projetos estruturais, pesquisas
académicas e em algoritmos de otimizag&o estrutural.

Palavras chave: Mecénica dos Sélidos, Método dos Elementos Finitos, MATLAB, Trelicas, Analise Estrutural.

Abstract. Computer programs are used in engineering to automate long and repetitive calculations, safely and quickly.
Trusses structures are quite common in structural projects, although they have a simple source for obtaining their
deformed configuration, this process can become quite exhaustive and susceptible to errors, depending on the size of
the structure. Numerical simulation software are an excellent tool for this type of calculation, but it is expensive and
heavy in most cases. So, this work aims to present the program MechCal - Truss Analysis, developed in matlab for
structural analysis of two-dimensional trusses using the finite element method. This program is a simple and efficient
alternative for calculating stresses and displacements in lattice structures. For a general modeling of a truss problem,
three types of structures with different loads were used to validate the program. The results of the MechCal — Truss
Analysis were compared with the values obtained by numerical simulation of the Ftool software. The selected results
will be used in available projects, academic research and structural optimization algorithms.
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1. INTRODUCAO

O surgimento dos computadores foi um acontecimento revolucionério dentro da engenharia, pois a partir dele
tornou-se possivel realizar calculos complexos e exaustivos de forma sistematica e eficiente. Na area de projetos
estruturais tem-se como principal objetivo o dimensionamento de estruturas para aplicacdo de carregamentos
combinados. A utilizacdo de métodos computacionais para avaliar 0 comportamento dessas estruturas propicia uma
maior precisao nos resultados obtidos, além de tornar o processo bem mais rapido.

A estrutura de trelicas é utilizada em diversas aplicacdes que necessitam de boa sustentacdo, como pontes,
coberturas de galpdes, plataformas de petrdleo, torres de comunicacéo, e até plataformas para langamento de foguetes.
Por isso, é de extrema importancia que os elementos resistam aos esforcos solicitados na situacdo em que foram
empregados. Os principais requisitos utilizados para determinar se as caracteristicas da estrutura estdo adequadas, séo as
tensdes e as deformagdes nas barras. Desta forma se torna viavel um procedimento computacional para o célculo destes
valores.
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O método dos elementos finitos € uma ferramenta muito utilizada em diversas areas da engenharia, pois consegue
aproximar fendmenos reais de maneira simples. Além de ser utilizado nos softwares de simulagdo numérica, também é
muito Util na modelagem de projetos estruturais (Alves Filho, 2012).

O MATLAB ¢ um dos softwares mais famosos dentro da engenharia, pois possui linguagem computacional prépria
e voltada principalmente para céalculos numéricos e matriciais, e que conta com diversas bibliotecas de fungoes
matematicas. Além disso, a linguagem do MATLAB é muito semelhante a linguagens utilizadas por softwares gratuitos
como 0 GNU - Octave, podendo entdo ser facilmente utilizada (Palm 111, 2013).

Este trabalho apresenta o programa MechCal - Truss Analysis, desenvolvido em matlab, que implementa o método
dos elementos finitos para fazer a anélise de tensdes e deformagdes para estruturas trelicadas planas, submetidas a
carregamentos lineares, simples ou combinados, aplicados em seus nos.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1. Trelicas

Uma treliga é um conjunto de elementos estruturais reticulados, conectados uns aos outros nas suas extremidades
(nds), e que possuem um comprimento significativamente maior que a &rea da sua segdo transversal. Sdo bastante
utilizadas por sua alta capacidade de distribuicdo de tensBes (Martins, 2011).

Na grande maioria dos casos, 0s carregamentos externos atuantes na estrutura sdo aplicados nos nos, e as barras
transmitem esforgos axiais como de tracdo e compressdo (Souza, 2009). A Figura 1 mostra uma das aplicagBes das
trelicas.

Figura 1: Estrutura trelicada para cobertura de estacionamento (Autores, 2020).
2.2. Método dos Elementos Finitos (MEF)

O método dos elementos finitos € uma técnica numérica que permite solucionar, de forma aproximada, diversos
tipos de problemas de engenharia, como transferéncia de calor, escoamento de fluidos e anélise de tenses. No MEF um
meio continuo é representado como um conjunto de subdivisdes chamado de elementos finitos, onde estes elementos
sdo interligados através dos nés. Assim, o modelo matemético continuo se reduz a um modelo matematico discreto,
facilitando a implementagcdo computacional. Em geral o MEF é um método numérico utilizado para resolugdo de
equacOes diferenciais, contudo seus conceitos também podem ser aplicados em métodos diretos como em treligas
(Souza, 2009; Alves Filho, 2012).
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A implementacdo deste método em estruturas trelicadas se torna ainda mais simples, pois dispensa o processo de
discretizaco. Isto porque os nds da estrutura sdo equivalentes aos nds do MEF, e cada barra é atribuida como um
elemento finito. A Figura 2 mostra um exemplo do uso do MEF em trelicas.

Figura 2: Simulagdo de estrutura trelicada por elementos finitos (KOT Engenharia, 2020).
2.3. Formulagdo matricial

Como os esforcos internos em estruturas trelicadas ocorrem apenas nas barras, a utilizacdo da elasticidade
unidimensional (as tensGes atuam em uma Unica direcdo) € mais vidvel, pois reduz-se a complexidade do problema de
resisténcia dos materiais. (SOUZA, 2009)

Seja uma barra de comprimento L e &rea da secdo transversal constante A, engastada e submetida a um
carregamento axial P, como mostrado na Fig. 3.

7 / E

Figura 3: Barra engastada submetida a um esfor¢o de tracéo (Fonseca, 2002).

Tomando o ponto do engaste como ponto 1, e o ponto de aplicagdo da forca P como ponto 2. Das equagbes de
equilibrio tem-se:

P,=-P =P 1)

Onde Py e P, representam as forgas axiais atuando nos pontos 1 e 2, respectivamente. Por (Beer, 2011) a tensdo
normal Gxx nesta barra é dada pela equag&o:

- _P
Xx =

)
A Equacéo (3) corresponde & lei de Hooke, onde E é o médulo de elasticidade do material constituinte da barra, e
Exx € a deformacdo especifica da barra, que pode ser calculada como na Eq. (4), em que ux; € ux, representam os

deslocamentos sofridos pelos pontos 1 e 2, respectivamente.

Oxx = E * &xx 3)

Exx = ——— (4)
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Unindo as equaces Eq. (1), Eq. (2), Eq. (3) e Eq. (4) obtém-se:

P1=- EZA * (ux2 — ux1l) (5)
P, = ? * (ux2 —uxl) (6)

As equacdes Eq. (5) e Eqg. (6) podem ser escritas matricialmente da seguinte forma:

ExA  _ExA
[ii]: _éﬁ Eﬁ *[Zﬁ )
L L

A matriz apresentada acima é conhecida como matriz de rigidez ki do elemento de barra i.
2.4. Transformacao de coordenadas

A matriz de rigidez e o vetor de carga podem ser escritos referenciados a um sistema de coordenadas global, ndo
coincidente com o eixo centroidal do elemento de barra, como na Figura 4.

A
y

Figura 4: Elemento de Barra inclinado em relagéo ao eixo x (Martins, 2011)

A coordenada ao longo do eixo centroidal do elemento de barra € s, e 0 deslocamento ao longo do elemento de barra
¢ dado por us, sendo us1 e us, 0s deslocamentos nodais. Entdo us pode ser escrito como na Eq. (8), onde 6 é o angulo
entre 0 €ix0 S e 0 €ixo X:

Us = Uyx*C0sO + uy*send (8)

Esta expressao pode ser escrita na forma matricial como:

ux1

usly _ uyl

[uSZ] =T+ ux2 C))
uy?2

Onde a matriz T é chamada de Matriz de Transformacéo, responsavel por transformar uma grandeza do sistema
global para o sistema local.

cos® send 0 0

T= [ 0 0 cos O senf (10)
As forgas no sistema global Py e Py podem ser obtidas através da decomposicdo da for¢a P:
Px = P*cos6 (11)

Py = P*senf (12)
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Transformando-as para o sistema global, através da matriz T:

Plx

Ply( ., [P1

p2x|=T'* [pz (13)
P2y

Reescrevendo a Equacdo (7), considerando os deslocamentos ao longo do eixo centroidal:

P11 _ ExA 1 -1 usl
[PZ] -7 [—1 1 ] * [uSZ o
Aplicando na Eq. (14) as relagdes obtidas em Eq. (9) e Eq. (13):
Plx uxl
Ply oy ExA 1 -1 uyl
P2x =T+ L *[—1 1]*T* ux2 (19)
P2y uy?2
Simplificando a Eqg. (15), temos:
Plx ux1
Ply |uyl
p2x| = Ki e (16)
P2y uy?2
Onde Ki € a matriz de rigidez global do elemento, dada por:
cos?0  cosfsen6 —cos?’6  —cosBsenb
. _EA| cosfsenf  sen?6 —cosfsenf)  —sen?H
Ki = ) 2 A7)
L —cos“0 —cosOsenb cos“0 cosfsenf
—cosfsenf)  —sen?f cosfsenf  sen?@

A construcdo da matriz de rigidez da estrutura K é feita a partir das matrizes de rigidez de cada um dos seus
elementos Ki. Deve-se identificar os graus de liberdade envolvidos em cada elemento, e adicionar os valores nas linhas
e colunas correspondentes (Alves Filho, 2012).

2.5. Tens0es e deformagdes em estruturas trelicadas

A matriz K é simétrica e singular, ou seja, ndo possui inversa, impossibilitando a resolucéo direta do problema.
Entdo, sdo observados os pontos onde os valores dos deslocamentos sdo conhecidos, que em geral sdo 0s apoios, as
linhas e colunas de K correspondentes a estes pontos sdo eliminadas, e o sistema é resolvido para encontrar o valor dos
deslocamentos sofridos em cada n6. Em seguida, sdo calculados os valores das rea¢des nos apoios (Alves Filho, 2012).

Apos encontrar o campo de deslocamentos para a estrutura completa, € possivel identificar os componentes de
deslocamentos nodais em cada um dos graus de liberdade. Assim, pode-se definir a configuracdo deformada de cada
elemento.

A partir das equaces Eq. (1), Eq. (5) e Eq. (6) tem-se a seguinte relagdo para o calculo da forca interna nas barras:

EA

Fe = T *(UZe - u1e) (18)
Onde Use € U2 sd0 os deslocamentos nas extremidades do elemento.

Da Equacéo (8):

Ute = Ux1*C0SO + uy1*send (19)

Uze = Ux2*COSO + uy2*send (20)
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Entdo, a diferenca entre Uz € Ute, OU Seja, a deformacdo na barra, pode ser expressa como na Eq. (21):

ux2 —ux1
Uz — Uze = [cos® senB] * [uyZ —uyl (21)
Assim, chega-se na expressao para a forca interna (Fe) em cada elemento:
* ux2 —ux1
Fe = (%)e * [cosB senbB]e * [uyZ —uyl (22)

3. METODOLOGIA

Para automatizar este processo de calculo estrutural foi desenvolvido um programa computacional em matlab
denominado MechCal - Truss Analysis. O programa tem como parametros de entrada as caracteristicas de geometria e
de carregamento para a estrutura a ser analisada. Estes pardmetros sdo introduzidos no arquivo ‘Dados de Entrada.txt’ e
em seguida a fungo ‘readtruss.m’ faz a leitura dos valores e os transforma em varidveis internas do MATLAB. Desta
forma, o usuario pode alterar facilmente os valores caso queira analisar outro tipo de estrutura ou carregamento.

A funclo ‘TrussAnalysis.m’ implementa as equacOes obtidas nas secBes 2.3, 2.4 e 2.5, e calcula os valores dos
esforgos internos nas barras, dos deslocamentos nodais, das forcas de reacdo nos apoios, além da matriz de rigidez
global da estrutura. Para organizar os parametros de saida em formato ‘.txt’ foi utilizada a fungdo ‘writetruss.m’ que
escreve os valores calculados no arquivo ‘Resultados.txt’. Assim, o programa permite ao usuario uma visualizagdo mais
detalhada a respeito desses parametros. A Figura 5 exibe o fluxograma do programa.

Dados de
Entrada.txt

Inicio

readtruss.m TrussAmaIysis.m —>p writetruss.m

Resultados.txt Fim
Figura 5: Fluxograma do MechCal - Truss Analysis

Para verificar o funcionamento do programa foram testados os exemplos da Fig. 6. A comparagéo dos resultados foi
feita utilizando o Ftool (2020).

— Ul —fa—— U] ——

0.6 m

(b) (c)

Figura 6: Exemplos utilizados para verificacdo do MechCal - Truss Analysis. (a) Trelica de 3 barras; (b) Trelica de 5
barras; (c) Trelica de 7 barras (Beer, 2011)
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4. RESULTADOS

4.1. Trelica de 3 barras

A Figura 7 exibe os valores de deslocamentos nodais e forgas internas para o caso da Fig. 6a, calculados através do
programa MechCal - Truss Analysis. Os nds A, B, e C correspondem aos nos 1, 2, e 3, respectivamente. O valor do
maédulo de elasticidade do material constituinte de todas as barras desta treliga é de 200 GPa.

DEFORMAGOES:
Valores de deslocamentos no né 1: x =0.000 mm; y = 0.000 mm;
Valores de deslocamentos no né 2: x =0.000 mm; y = -1.313 mm;
Valores de deslocamentos noné 3: x=-0.112 mm; y = -3.188 mm;

ESFORGCOS INTERNOS:
Valor da forga axial que atua na barra 1: 105.00 kN;
Valor da forga axial que atua na barra 2: 175.00 kN;
Valor da forga axial que atua na barra 3: -175.00 kN;

Figura 7: Resultados obtidos pelo MechCal - Truss Analysis para a trelica de 3 barras (Autores, 2020)

J4 a Tabela 1 e a Tabela 2, respectivamente, mostram os valores de deslocamentos nodais e forcas internas obtidos

por simulagdo no Ftool (2020). Comparando os resultados, foi possivel perceber que ndo houve diferencas significativas
entre os dois métodos utilizados.

No Deslocamento horizontal [mm] Deslocamento vertical [mm]
1 0 0

2 0 -1,312

3 -0,112 -3,188

Tabela 1: Deslocamentos nodais obtidos pela simulacéo feita no Ftool, para a trelica de 3 barras (Autores, 2020)

Barra 1 2 3
Carga Axial [kN] 104,987 174,993 -174,978

Tabela 2: Valores dos esforgos internos nas barras obtidos no Ftool, para a trelica de 3 barras (Autores, 2020)

4.2. Trelica de 5 barras

A Figura 8 exibe os valores de deslocamentos nodais e forgas internas para o caso da Fig. 6b, calculados atraves do
programa MechCal - Truss Analysis. O valor das areas de todas as barras nesta trelica & de 500 mm?2 e o valor do
maédulo de elasticidade do material constituinte de todas as barras é de 200 GPa.

DEFORMAGOES:
Valores de deslocamentos no né 1: x =0.000 mm; y = 0.000 mm;
Valores de deslocamentos no né 2: x =-0.047 mm; y = -0.146 mm;
Valores de deslocamentos no né 3: x =0.090 mm; y = -0.361 mm;
Valores de deslocamentos no né 4: x =0.000 mm; y = -0.025 mm;

ESFORCOS INTERNOS:
Valor da forga axial que atua na barra 1: 6.25 kN;
Valor da forga axial que atua na barra 2: 1.05 kN;
Valor da forga axial que atua na barra 3: 6.00 kN;
Valor da forga axial que atua na barra 4: -1.75 kN;
Valor da forga axial que atua na barra 5: -3.60 kN;

Figura 8: Resultados obtidos pelo MechCal - Truss Analysis para a trelica de 5 barras (Autores, 2020)
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J& a Tabela 3 e a Tabela 4, respectivamente, mostram os valores de deslocamentos nodais e forgas internas obtidos
por simulagdo no Ftool (2020). Comparando os resultados, foi possivel perceber que ndo houve diferengas significativas
entre os dois métodos utilizados.

N6 Deslocamento horizontal [mm] Deslocamento vertical [mm]
1 0,000 0,000
2 -0,047 -0,146
3 0,090 -0,360
4 0,000 -0,025

Tabela 3: Deslocamentos nodais obtidos pela simulacéo feita no Ftool, para a trelica de 5 barras (Autores, 2020)

Barra 1 2 3 4 5
Carga Axial [KN] 6,2 1,1 6,0 -1,8 -3,6

Tabela 4: Valores dos esforgos internos nas barras obtidos no Ftool, para a trelica de 5 barras (Autores, 2020)

4.3. Treliga de 7 barras

A Figura 9 exibe os valores de deslocamentos nodais e forgas internas para o caso da Fig. 6¢, calculados através do
programa MechCal - Truss Analysis. O valor do modulo de elasticidade do material constituinte de todas as barras desta
trelica é de 73 GPa.

DEFORMAGOES:
Valores de deslocamentos no no 1:
Valores de deslocamentos no no 2:
Valores de deslocamentos no no 3:
Valores de deslocamentos no no 4:
Valores de deslocamentos no no 5:

x =0.000 mm; y = 0.000 mm;
x =0.000 mm; y = 0.000 mm;
X =1.233 mm; y = -2.360 mm;
x =-0.863 mm; y = -2.360 mm;
X =4.315 mm; y = -16.275 mm;

ESFORCOS INTERNOS:

Valor da forga axial que atua na barra 1:
Valor da forga axial que atua na barra 2:
Valor da forga axial que atua na barra 3:
Valor da forga axial que atua na barra 4:
Valor da forga axial que atua na barra 5:
Valor da forga axial que atua na barra 6:
Valor da forga axial que atua na barra 7:

0.00 kN;
75.00 kN;
50.00 kN;
=105.00 kN;
-0.00 kN;
75.00 kN;
-85.00 kN;

Figura 9: Resultados obtidos pelo MechCal - Truss Analysis para a trelica de 7 barras (Autores, 2020)

J4 a Tabela 5 e a Tabela 6, respectivamente, mostram os valores de deslocamentos nodais e forgas internas obtidos
por simulagdo no Ftool (2020). Comparando os resultados, foi possivel perceber que nao houve diferencas significativas
entre os dois métodos utilizados.

N6 Deslocamento horizontal [mm] Deslocamento vertical [mm]
1 0,000 0,000
2 0,000 -0,002
3 1,237 -2,355
4 -0,862 -2,351
5 4,310 -16,252

Tabela 5: Deslocamentos nodais obtidos no Ftool, para a trelica de 7 barras (Autores, 2020)

Barra 1 2 3 4 5 6 7

Carga Axial [KN] 0,1 75 49,8 -104,9 0,1 74,9 -84,9

Tabela 6: Valores dos esforcos internos nas barras obtidos no Ftool, para a trelica de 7 barras (Autores, 2020)



XXVII Congresso Nacional de Estudantes de Engenharia Mecanica
08 a 12 de fevereiro de 2021, Curitiba, PR, Brasil

5. CONCLUSAO

Na &rea de projetos mecanicos, as ferramentas para célculo de tensdes e deformacgdes em estruturas metalicas sdo
fundamentais. Atualmente existem diversos softwares para realizar este procedimento, mas em geral sdo muito caros e
pesados. Entdo, o intuito do MechCal — Truss Analysis é de oferecer uma alternativa simples e eficiente para analise
estrutural de trelicas bidimensionais.

A partir de conceitos do Método dos Elementos Finitos foi desenvolvida uma formulagdo matematica para obter as
expressdes das forcas, dos deslocamentos e da matriz de rigidez de uma estrutura, para que fossem implementadas em
um programa computacional desenvolvido em matlab.

Foram selecionadas trés estruturas reticuladas ja conhecidas para que os resultados fossem verificados. Em todos os
casos observou-se que os valores de deslocamentos nodais e esforcos internos calculados pelo MechCal - Truss
Analysis apresentaram uma boa aproximacao em relacdo ao Ftool, confirmando a precisdo do programa. Os valores de
tenséo nas barras, das forcas de reacdo nos apoios e a matriz de rigidez de estrutura também séo calculados e exibidos.
Os testes comprovam que programa se mostrou simples e eficiente, logo pode ser utilizado de forma segura em
qualquer projeto ou estudo que necessite de uma analise estrutural em treligas.
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