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Resumo. Neste artigo, apresenta-se uma solucgéo analitica para o calculo de efeitos mecanicos: tensdo e deformacao
em tumores s6lidos avascularizados, instalados e crescendo em um tecido biolégico. A literatura cientifica, vem
destacando, nas Ultimas décadas, a importancia dos aspectos mecanicos da estrutura onde o tumor se instala/cria e
evolui, no entendimento do cancer. Metodologia: tendo como base uma reviséo da literatura da area, considerando as
caracteristicas fisicas, biolégicas do meio, o tumor pode ser visto como um meio poroso deformavel, tendo dois
principais componentes: uma matriz elastica, que Ihe da forma e uma parte fluida, as células tumorais, que proliferam
e migram pela estrutura produzindo os efeitos mecanicos. A formulagcdo matematica teve como base uma equagao de
balanco de massa para descrever a proliferacdo, o crescimento e migracdo da massa tumoral, uma de reacdo e
difuso para captacdo e distribuicdo de nutrientes no interior do tumor. A essas equacOes acrescentou-se uma
equacdo de movimento, onde desconsiderou-se forcas de corpo e efeitos inerciais. Desenvolveu-se um tensor tendo
como base conceitual: a parte mecanica da 2% lei da termodinamica, a teoria do potencial quimico, considerando o
regime de pequenas deformagBes. No item, 3.1.1, apresentam-se solugdes na geometria esférica, no item 4, gréficos e
item 5 a concluséo.
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Abstract. In this article, an analytical solution for the calculation of mechanical effects is presented: tension and
deformation in solid avascularized tumors, installed and growing in a biological tissue. The scientific literature has
been highlighting, in the last decades, the importance of the mechanical aspects of the structure where the tumor
installs / creates and evolves, in the understanding of cancer. Methodology: based on a review of the literature in the
area, considering the physical and biological characteristics of the environment, the tumor can be seen as a
deformable porous medium, having two main components: an elastic matrix, which gives it shape and a fluid part,
tumor cells, which proliferate and migrate through the structure producing mechanical effects. The mathematical
formulation was based on a mass balance equation to describe the proliferation, growth and migration of the tumor
mass, one of reaction and diffusion for the capture and distribution of nutrients inside the tumor. To these equations
was added an equation of motion, where body forces and inertial effects were disregarded. A tensor was developed
with the conceptual basis: the mechanical part of the 2nd law of thermodynamics, the theory of chemical potential,
considering the regime of small deformations. In item 3.1.1, solutions are presented in spherical geometry, in item 4,
graphs and item 5 the conclusion.
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1. Introducéo

O céncer é uma das doengas que mais matam no mundo ocidental. Sua complexidade e variedade de causas e
sintomas tornam o seu tratamento e detec¢do dificeis, e em geral, quando diagnosticado j& se encontra em estagios
avancados com grande indice de mortalidade.

Uma das espécies de cancer sdo tumores solidos. Durante sua evolugdo, passa por Varios estigios desde sua
instalacdo em um determinado local até sua migragao para outras regides.

Conforme se encontra em Ambrosi et al (2002), Cristini et al (2003), Lowengrub et al (2007). Ele é classificado
como maligno ou benigno. Se for benigno, crescerd de forma simétrica e localizada e ndo possui poder de invasdo ou
migracdo. Sendo maligno, assume contornos irregulares possuem poder de invasdo local e pode migrar para outros
locais.

Suas dimensdes, fornecem, muitas informacdes sobre o estagio de seus processos fisiologicos; quando instalado em
um tecido biolégico. Em geral, até o didametro de 2 mm possui forma simétrica e ndo se pode afirmar se € maligno ou
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benigno; a partir desse diametro e até aproximadamente 4 mm d4 inicio as fases e aos processos mais letais da doenca.
Principalmente, metastases e invaséo local.

Os tempos de execuc¢do dos processos fisiologicos variam no interior do tumor. Alguns eventos iniciam de forma
simulténea, mais sua realizacdo pode demorar horas, minutos e segundos; como por exemplo: a divisdo descontrolada
das células tumorais ou levarem dias, meses e anos, como o crescimento da massa tumoral e metéstases.

Nutrientes e oxigénio, atravessam o contorno do tumor e migram para o interior por difusdo. A medida que o tumor
vai crescendo, as células vao se superpondo dificultando o alcance dessas substancias quimicas ao seu interior. Ao
longo do tempo, as localizadas no interior vao morrendo por falta de nutrientes e oxigénio.

Trés grandes regides surgem: uma formada por células mortas e em varios estagios de deterioracdo, denominada de
necrose, uma em torno a ela, onde as células estdo vivas, mais em estado inerte; e uma mais na periferia formada por
células vivas e em proliferacdo descontrolada.

Nas ultimas décadas, a pesquisa cientifica vem destacando a importancia dos efeitos mecanicos no entendimento,
tratamento e deteccdo do cancer, isto pode ser visto em Aradjo et al (2004), Ambrosi et al (2002), Lowengrub et al
(2007).

Em termos matematicos, geralmente, tem-se para modelagem do crescimento e migracdo das células tumorais
equac0es de balango de massa e para distribuicdo e captacdo de substancia quimica equacgdo de reacdo e difuséo.

A essas equacgdes, neste artigo, acrescentaram-se efeitos mecanicos. Desenvolvendo-se um tensor. Tendo como base
as equacdes anteriores, acrescentando-se a teoria do potencial quimico, a parte mecénica da 2° lei da termodinamica
para o calculo da tensdo e deformacdo da matriz extracelular no interior e imediacdo do tumor durante seu crescimento.

Em termos materiais, 0o tumor pode ser visto como um meio poroso, deformavel. Possuindo, dois grandes
componentes. uma estrutura rigida elastica; que Ihe da forma a matriz extracelular a ECM. Uma fluida, que prolifera e
migra através da ECM causando os efeitos mecanicos as células do tumor, Duda et al (2010) .

Uma solucdo analitica, na geometria esférica, é apresentada para a descricdo do campo de tensGes e deformacdo no
interior do tumor; tomando-se como base, uma expressao para pressdo apresentada em Lowengrub et al (2007).

Um estudo dos efeitos mecanicos em forma de grafico é apresentado, considerando-se, um valor hipotético para
modulo de rigidez da matriz extracelular (ECM). Para confeccdo dos graficos utilizou-se o aplicativo MATLAB.

2. Metodologia

Inicialmente, fez-se uma revisdo bibliogréfica na literatura sobre o que é o cancer. Considerando-se a medicina,
biologia e artigos cientificos que buscassem trazer uma visdo de engenharia, ou equacGes matematicas e conceitos de
fisica para tentar traduzir uma patologia tdo complexa.

A partir dessa andlise, escolheu-se estudar, tumores sélidos avascularizados instalados e crescendo em um tecido
bioldgico; e como eram apresentadas equacBes para descrever o crescimento e a captagdo e distribuicdo de nutrientes
no interior do tumor.

O passo seguinte, com bhase nas caracteristicas fisicas e bioldgicas. A matriz extracelular pode ser vista como um
material visco-elastico. Interpretou-se o tumor como um meio poroso deforméavel por onde as células proliferam e
migram como um fluido.

A partir dai, uma equacdo de movimento poderia ser aplicada. As diferencgas de tempo entre: a proliferacdo e a
migracgdo das células (minutos, hora) e o crescimento da massa tumoral (dias, meses, anos) apontou o surgimento de
efeitos mecanicos: tensdo e deformacéo.

Desenvolveu-se um tensor tendo como fonte: a teoria do potencial quimico, a parte mecéanica da 2 lei da
termodindmica , mecénica do continuo.

Uma solucdo analitica, para tensdo, deformacéo no interior do tumor; na geometria esférica em uma dimenséo foi
buscada.

Tomou-se, uma expressdo analitica para pressdo apresentada em Lowengrub et al (2007), com objetivo de se
visualizar uma expressdo matematica para tais efeitos.

3. Desenvolvimento

Em qualquer microregido, em um tecido biol6gico, ocorrem o0s seguintes processos fisiologicos: duplicagdo
celular, distribuicdo e captacdo de nutrientes, migracao.

A esse cendrio, acrescentou-se efeitos mecanicos ocasionados pela proliferacdo descontrolada da células tumorais
e a consequente deformacdo da ECM no local.
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Substéncias Quimicas

Figura 1. Esquema da interacdo entre as células e a ECM. A regido Q representa o tumor sélido. Os circulos as células
tumorais. As linhas curvas a ECM. Pontos pretos as substancias quimicas. €y a regido em torno ao tumor que sofre
acao direta do crescimento.

Os componentes, principais, que compdem o volume da regido Q, em um dado instante sdo:
®T=®n+®m+®A+®Q (1)

Algumas assuncdes, com base em aspectos bioldgicos, podem ser consideradas: o tumor @, é formado: pelo volume
das células tumorais @,,, matriz extracelular (ECM) @,, , agua @, e das substancias quimicas @,. A agua, entra e sai do
volume ndo contribuindo para sua variacdo, as substancias quimicas possuem volume desprezivel e sdo captadas pelas
células tumorais e uma parte pelas células normais.

Com base nas consideracdes acima, o tumor possui dois componentes principais: uma estrutura porosa elastica, a
ECM que Ihe da a forma, uma parte fluida; as células tumorais que proliferam e migram pela estrutura.

Considerando, o regime das pequenas deformacdes E. A deformacao na regido Q seria o resultado da soma entre:

E=E,+E,+E, )

E, é a deformacéo devido a proliferacdo e migracéo das células tumorais, E,, deformagao ocasionada pela ECM; Eq
¢ a provocada pelas substancias quimicas. As diferentes escalas de tempo entre a proliferacdo e o crescimento da ECM
e 0 volume desprezivel e a captacdo dos nutrientes, reduzem a equacéo 2, para:

E=E,=— (3)

Na “equacdo 37, tem-se que n. é o volume de uma célula do tumor; n é o nimero de células tumorais presentes na
regido em um dado instante.

A esse processo de crescimento descontrolado do nimero de células, incluiu-se a parte mecéanica da 2 lei da
termodindmica:

a
% <Py +P, “)

[IPR L]

Em que “e” é a energia, Py é 0 potencial mecénico e Pq potencial quimico. Em um determinado ponto da regido €,
ocorre a seguinte variacdo de energia no tempo.
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a oF
ST +b.v— )y~ pif .+ (U Ry + iR ®)

Na “equacdo 57, tem-se T o tensor tensGes resultante, n o vetor normal unitario, F uma lei de deformacéo, t o
tempo, v o vetor velocidade, b forca de corpo, W, potencial quimico devido as células tumorais, . potencial relativo aos
nutrientes, J, e J. termos de fluxos; R, e R, sdo termos reativos.

Desprezando-se forcas de corpo, termos reativos, a acao das substancias quimicas na regido tem-se:

de

oF
It <Tn P Undn (6)

A tensdo resultante T é o resultado entre a tensdo elastica referente a ECM e as células tumorais.
T=T¢—nl @)

Assumindo-se a tensdo elastica T°=2G,E , onde G, é o médulo de elasticidade da ECM; n um multiplicador de
Lagrange que descreve a variagdo do potencial provocado pelas células tumorais no local, isto é:

_ #n‘#%
=tk ®)

Conforme Duda et al (2010), a variacdo do potencial entre a producéo e a saida de células no local da origem a presséo
p. Substituindo a “eq 8” na “eq 7” tem-se:

T = 2G,E —pl ©)
3.1. Equacgdes de Governo

Em qualquer ponto da regido Q A equagdo que descreve: o crescimento, migracéo e proliferacdo descontrolada das
células tumorais

D = V) +P, (10)

A variavel n(x,t) representa o nimero de células tumorais por volume de referencia. J, o termo de fluxo. P, € 0
termo produtivo e esta relacionado as caracteristicas genéticas das células, e a velocidade de captacdo de nutrientes.
Para captacdo, distribui¢do de nutrientes, no interior do tumor:

dc(x,t)

2 =V.J.—R, (12)

c(x,t) € a concentracdo de nutrientes em um determinado instante e posicgéo. J. é o termo de fluxo por difusdo de
nutrientes para o interior do tumor. Rc é o termo reativo e estd relacionado a captacdo de nutrientes pelas células
tumorais e varia ao longo do tempo e posicéo.

A esse cendrio, supondo um regime de pequenas deformacdes, foi acrescentado a deformacéo da ECM.

Para descricdo do deslocamento da ECM, em cada ponto da regido Q, desprezando-se for¢as de corpo e efeitos
inerciais:

DivT =0 (12)

Sendo T(x,t) o tensor tensBes. Dado por:

T =2G,.E —pl (13)

G, é 0o modulo de elasticidade da matriz extracelular; E(x,t) é tensor pequenas deformaces; p é a pressdo um dado
do problema, | € o tensor identidade.

E= %(Vu +vu’) . (14)

u(x,t) representa o vetor deslocamento da matriz.
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3.1.1. Solugdes analiticas na geometria esférica

Os resultados a seguir, representam expressdes para os efeitos mecanicos, na direcdo u,. A pressdo é um dado do
problema, tomou-se uma solucdo analitica, equacao 6, proposta em Lowengrub et al (2007).

Io(1)
Io(R)

(15)

(r) = —%lnR + InRInR — GInR + iAGRZInR +6G— iAGRZ + %lnr — InRInr + Glnr — iAGRZlnr — R

NI

Considerando a simetria do problema, o regime de pequenas deformacdes. A equacio 14, torna-se Vu = VuT ,
E=Vu em coordenadas esféricas:

Vu=u’+g(1—e®e) (16)
O tensor tensdo em coordenadas esféricas:
T=o0,e@Re+o,(I-eQRe) a7)

Em que g, = 2G,u’ — p(r), a9 = 2G, % —p(r). A “eql2”, em coordenadas esféricas torna-se:

o +2=) _ (18)

T

Substituindo, as equacfes da tensdo na “eq 18” e assumindo-se continuidade no contorno e u(0)=0 tem-se as seguintes
solugdes para o deslocamento no interior e na regido em torno ao tumor (Q):

r%forrzgdr+ Clg se 0<r<a

u(r)= 1 rr i (19)
2 p() L

[ rP—dr+c-+=5 se a<r<b

re-a 2Gy 3 T

Na “equacdo 197, tem-se um tumor de raio a e a imediagdo em torno raio b. O deslocamento u(r,t) em Q,
considerando a solucdo analitica para pressao:

e [(—%lnR + InRInR — GInR + G) ? + (% —InR + G) [r3;nr — %7"3] - Iofr)grsz G. 1,%; ;)] + g

tensdo no interior do tumor:

2 2
o,.(r)= {% [(—%lnR + InRInR — GInR + G) r? + (% —InR + G) [rzlnr + % - rz] - %rlez (%, 1,2;%) -
0
1,5 — (—llnR + InRInR — GInR + > AGR%InR + G — 2 AG > Inr — InRInr + Glnr — > AGR?Inr — G lo(r) + l)]}
R 4 4 R 4 Ih(R) 4

(21)

Deformacéo:

e(r) = {i (—%lnR + InRInR — GInR + G) r? + (% —InR + G) [rzlnr + ? - TZ] - Io(LR)<r12F2 (%, 1,%;;) +

’2;2

Ersz (3; 1,2 f))]} —-1,5— {—llnR + InRINR — GInR + > AGR%InR + G — 2 AGR? + ~ Inr — InRInr + Glnr —
5 2 R 4 4 R

LAGR Inr - 622 4 1) 22)

L® 4

A constante “A” ‘mede a taxa de mitose em relagéo a apoptosi; G representa a agressividade do tumor. I é a funcéo
de Bessel de ordem zero. F € a funcéo hipergeométrica.
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4. Gréficos

Os graficos a seguir, apresentam os resultados para deformacéo e tensdo no interior de um tumor sélido. Supondo
um valor, hipotético, de rigidez para a matriz extracelular de 450. Os valores de A=0, G=20 s&o dados fornecidos no
artigo, em Lowengrub et al 2007.

Foi utilizado o aplicativo Matlab 2013b como apoio na elaboracao de cada um dos graficos.
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Figura 2. Deformacéo no interior do tumor.
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Figura 3. Tensdo no interior do tumor.

5. Conclusédo

Neste artigo, assumindo-se certas condi¢des, como por exemplo: geometria esférica e condi¢des de simetria; é
possivel desenvolver-se, uma solugdo analitica, em uma dimensdo, na direcdo u,, para efeitos mecanicos no interior de
um tumor sélido avascularizado crescendo em uma determinada microrregido do tecido..

A solucdo apresentada, tem a importancia e inovagdo considerar; além dos aspectos genéticos, geralmente
relacionados as caracteristicas das células tumorais; os efeitos das propriedades fisicas, visco-elastica da matriz-
extracelular nos processos fisiologicos de evolugdo e instalacdo do tumor em uma regido do corpo.
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Os resultados mostrados, esbogados graficamente, apontam para a variagdo nos valores da tensdo e deformacdo no
interior do tumor sélido; podendo ser uma fonte de informacdo para o entendimento e tratamento dessa patologia e um
balizador para o efeito de quimioterapicos no combate ao crescimento do tumor.

Efeitos mecanicos, se mensurados, podem contribuir para o entendimento do surgimento de estagios mais avancados
e letais do cancer, como metéstase e fragmentacéo por exemplo.
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