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Resumo. Este artigo apresenta o desenvolvimento e a implementacdo computacional do método ERA (Eigensystem
Realization Algorithm) na identificacdo de parametros modais usando a plataforma Python. O método ERA é baseado
na teoria da realizacéo de sistemas lineares com parametros invariantes no tempo, isto é, no ajuste de um modelo na
forma de estado em tempo discreto para uma quantidade de dados experimentais obtidos da medicdo de fungbes de
respostas impulsivas (FRI) de um sistema dindmico. Os parametros modais sdo obtidos resolvendo um problema de
autovalor da matriz de estado do sistema, onde os autovalores fornecem as frequéncias naturais e os fatores de
amortecimento e os autovetores as formas modais associadas. A matriz de estado é determinada da solu¢do de um
problema de minimos quadrados envolvendo de duas submatrizes obtidas da matriz de observabilidade do sistema
através de uma propriedade de invariancia ao deslocamento, sendo que a estimativa da matriz de observabilidade, por
sua vez, vem da aplicacédo da decomposicdo em valores singulares (SVD, singular value decomposition) sobre uma
matriz de estrutura Hankel que contem os dados das FRIs. A ordem minima do sistema €é identificada através da
inspecdo dos valores singulares mais significativos da matriz dos dados usando SVD. A efetividade do presente
método € demonstrada usando dados das FRIs obtidos de simulagdo numérica.

Palavras chave: Anélise Modal, Método ERA, Analise de Sinais, Python

Abstract. The article presents the computational implementation of the Eigensystem Realization Algorithm (ERA) to be
used in modal parameters identification via a Python platform. ERA is based on the realization theory consisting of
fitting a discrete and invariant time first-order state-space mathematical model to a quantity of measured impulsive
responses functions (IRF) taken from a structural system. Numerically, the identification scheme relies on eigenvalue
and singular value decomposition (SVD) problems of appropriated matrices, such as: state-matrix of the invariant and
discrete-time system and block-Hankel structured matrix of IRFs data. The effectiveness of present method is
demonstrated using samples of IRF’s obtained from numerical simulation.
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1. INTRODUCAO

A identificacdo de parametros de sistemas lineares invariantes no tempo é uma area importante na ciéncia e na
engenharia (Séderstrdm e Stoica, 1989, Ljung, 1987 e Van Der Veen et al., 1993). A analise modal experimental
(AME) trata com o processo da estimativa dos parametros modais de sistemas mecanicos (ou sistemas estruturais) —
frequéncias naturais, fatores de amortecimento e formas modais - usando medicOes dos sinais de entrada e saida ou
usando apenas os sinais de saida (Maia e Silva, 1997). A AME envolve uma vasta quantidade de diferentes aplicacdes
tais como: testes modais, ajuste de modelos matematicos por elementos finitos, updating modal, sub-estruturacéo
modal, modificagdo modal, salde estrutural, deteccdo de falhas e analise modal ndo linear. O objetivo deste trabalho
consiste na aplicacdo do método ERA (Eigensystem Realization Algorithm) em AME implementado em uma plataforma
Python (Borges, 2014). Segue uma descrigcdo mais detalhada sobre o conteddo do presente estudo.

O método ERA foi desenvolvido por Juang e Pappa, (1985) baseado em conceitos predominantemente originados da
teoria de controle — mais especificamente da teoria da realizacdo de sistemas lineares com parametros invariantes no
tempo (Viberg, 1995). Apesar do ERA ter sido desenvolvido na década de 80, ele conta com varias aplicagdes e
pesquisas atuais gragas a sua grande precisao e robustez como destacam, por exemplo, os trabalhos de Kordkheili et al.,
(2018), e Hu et al., (2014).
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Matematicamente, ERA é um método implementado no dominio do tempo (ou da frequéncia) e se baseia no ajuste
de um modelo linear na forma de estado em tempo discreto para uma quantidade de dados experimentais obtidas de
medicOes de fungdes de respostas impulsivas (FRI) em alguns pontos do sistema estrutural, sendo que os autovalores da
matriz de estado do sistema (ou polos do sistema) fornecem as frequéncias naturais e fatores de amortecimento e os
autovetores as formas modais associadas. E importante observar que o uso de dados experimentais do tipo FRIs confere
ao método extrema versatilidade na realizagdo dos testes modais, uma vez que o uso do martelo na excitagdo da
estrutura pode trazer muito mais facilidades quando comparado com algumas montagens mais complexas exigidas pelo
uso de excitadores.

A matriz de estado do sistema é determinada através da solugdo de um problema de minimos quadrados envolvendo
duas submatrizes matrizes obtidas da matriz de observabilidade do sistema, usando uma importante propriedade de
invariancia ao deslocamento. Na pratica, entretanto, a estimativa da matriz de observabilidade é obtida através de um
procedimento de reducdo de posto de uma matriz de estrutura Hankel-bloco, formada por amostras das FRIs, usando
decomposi¢do em valores singulares (SVD), (Van Der Veen et al., 1993). Além disso, a ordem minima do sistema é
identificada pela inspe¢do dos valores singulares mais significativos desta matriz Hankel-bloco.

Os algoritmos desenvolvidos neste trabalho sdo implementados no dominio do tempo e na linguagem Python gragas
a sua grande eficiéncia e sua atual relevancia na area de computacdo numérica. Por ser uma linguagem de facil
entendimento e ter cada vez mais usudrios, o cédigo apresentado nesse trabalho podera ser usado como material de
estudo e incentivar novos estudantes da &rea sobre o assunto.

O presente estudo é organizado da seguinte forma. A secdo 2 apresenta a modelagem matematica de sistemas
mecanicos lineares com parametros invariantes no tempo, a se¢do 3 apresenta nocOes basicas sobre a teoria de
realizagdo visando a determinacdo da matriz de observabilidade do sistema, a secdo 4 trata da estimativa da matriz de
observabilidade extendida usando SVD, a secdo 5 apresenta exemplos de aplicagdo cujos dados das FRIs sdo obtidos
por simulacdo numérica e a se¢do 6 apresenta a conclusdo do trabalho. E apresentada também a listagem do codigo em
Python usado nos exemplos de aplicacéo do presente trabalho.

2. MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS MECANICOS

Esta secdo apresenta conceitos basicos sobre modelagem matematica de sistemas mecanicos lineares e invariantes
no tempo (LIT). Este tipo de modelagem é usado por dois motivos: i) para incluir o amortecimento do tipo viscoso néo
proporcional e principalmente, ii) porque o desenvolvimento analitico do método ERA requer este tipo de modelagem
no processo de identificacdo do sistema dinamico.

2.1. Modelagem de sistemas na forma de estado para tempo continuo

A equagdo de movimento de um sistema mecanico LIT de f graus de liberdade é representada pela seguinte equagéo
diferencial matricial de segunda ordem em tempo continuo,

Md(t) + Cq(t) + Kq(t) = f(t) ()

onde, M, C, K so, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, todas de dimensdo f x f. Os
vetores q(t) e f(t), ambos de dimenséo f x 1, representam, respectivamente, as coordenadas generalizadas em termos de
posicdo de pontos do sistema e as forgas externas que atuam no sistema. A Eq. (1) pode ser convertida em um modelo
de primeira ordem na forma de estado para tempo continuo como,

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2
onde x(t) = {38} é o vetor de estado do sistema, de dimenséo n x 1, sendo n = 2 f a ordem minima do modelo e
_ 0 I — 0
— f —|_
A= [_M—lﬁ -M—lc‘] ¢ B= [M*Uf] &)

sdo matrizes de dimensdes, respectivamente, iguais a n x n e n X m, onde a chamada matriz de estado A conecta a
variavel de estado x(t) com sua derivada temporal x(t). O vetor u(t) de dimensdo m x 1 representa as m entradas néo
nulas do vetor f(t). A matriz U, de dimensdo f x m, € a matriz de selecdo de entrada onde, f(t) = U, u(t), I é a
matriz de identidade e 0 denota matriz nula de dimensGes apropriadas.

Seja y(t) um vetor de dimensdo [ x 1 usado para descrever as | varidveis observadas do sistema definido como,

y(t) = Cx(t) + Du(t) (4)
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onde, C e D sdo matrizes de dimensﬁes,_respectivamente, iguaisalxnelxm.
O problema de autovalor da matriz A pode ser descrito como,
A=0A0"1 (5)
onde A e © sdo, respectivamente, as matrizes dos autovalores (diagonal) e dos autovetores de A, ambas de dimenséo

n xn. Os n autovalores de A, denotados por A,., fornecem os polos do sistema modelado em tempo continuo. Para o
caso de sistemas subamortecidos e com polos distintos eles aparecem em pares complexos conjugados como,

A = =& 0, + L,/ 1- f,? (6)

onde i =+v—1, w, sdo as frequéncias naturais e ¢, sdo fatores de amortecimento que podem ser calculados como,

o= J (Re1,))” + (Im(2,))" e g =l @

wWr

Os n autovetores de A, denotados por 0,., de dimensio n x 1, também aparecem em pares complexos conjugados e
podem ser organizados como,

¢ ¢1T
o, =% | com o =1 (®)
T ¢fr
onde ¢, representa a r-ésima forma modal do sistema descrito pelas Egs. (1) e (2), comr =1,---,n.
2.2. Modelagem de sistemas na forma de estado para tempo discreto
A Eqg. (2) constitui o modelo matematico na forma de estado para tempo continuo. Entretanto, os dados
experimentais de entrada e saida usados nos testes modais sdo obtidos na forma discreta em intervalos de tempo
constantes At. A descricdo do sistema mecanico na forma de estado para tempo discreto k, sendo t = kAt, fica como,
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (9)
onde a matriz de estado do sistema A e a matriz B sio relacionadas com A e B como (Luenberger, 1979),
A = ehdt e B:fOAteMde (10)
Além disso, com base na Eq. (4), o vetor das varidveis observadas do sistema para tempo discreto é definido como,
y(k) = Cx(k) + Du(k) (11)
O problema de autovalor da matriz A pode ser expressa como A = ¥ Z ¥~1, Os n autovalores de A, denotados por
z,, fornecem os polos do sistema modelado em tempo discreto cuja relagdo com os polos para tempo continuo é a
seguinte,

A =log,(z;)/ At (12)

Entretanto, as formas modais ¢, obtidas dos autovetores das matrizes de estado dos modelos tanto para tempo
continuo como para tempo discreto sdo iguais, pois trata se do mesmo sistema dinamico.

3. REALIZACAO DE SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO

A teoria da realizacdo (Viberg, 1995) de sistemas lineares com parametros invariantes no tempo consiste no ajuste
de um modelo matematico de ordem minima na forma de estado a partir de um conjunto de dados experimentais obtidos
das FRIs. Esta secdo apresenta uma importante estrutura de invariancia ao deslocamento da matriz de observabilidade
do sistema com relagdo matriz de estado A, através da qual permite se o calculo das matrizes A e C que serdo usadas na
implementacdo computacional do método ERA para AME.
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3.1. Matrizes de Observabilidade e Controlabilidade. Invariancia ao Deslocamento

Definindo a matriz H de estrutura Hankel-bloco com i blocos de linhas e j colunas, de dimenséo il x j, formadas por
dados discretos de FRIs h; (k) = {h;(k) --- h;;(k)}", de dimens&o [ x 1, obtém se o seguinte (Juang e Pappa, 1985),

h;(1)  h(2) - h; ()
w=|M@ N® o ROED g (13)
[hy () h(@+1)  h(i+j-1)
onde
C
CA
I =| cA? (14)
a1
¢ a matriz de observabilidade do sistema de dimenséo il xn, e Q; =[b; Ab; A?b; - A/~'b,] é a matriz de

controlabilidade do sistema de dimenséo n x j.
Da Eq.(14) observa se uma estrutura de invariancia ao deslocamento da matriz de observabilidade T; como,

ri(l) A= ri(Z) (15)

onde as sub-matrizes I" e T® sao definidas como,

C CA
C 2

r™ =| ca e r®=| ca3 (16)
CA:L'—Z CA:L'—l

Assumindo que a realizagdo do sistema seja de ordem minima n, o que leva a matriz de observabilidade I; possuir
posto completo igual a n, resulta,

A=(T)T® (1)

+ T -1 T
onde o simbolo "+" denota pseudo-inversa de Moore-Penrose de TV, isto é, (V)" = ((Fl.(l) ) l"i(l)) (r®).

A matriz C pode ser obtida diretamente do primeiro bloco de I'; como mostra a Eq. (14).
As formas modais relacionadas com a parte observavel do sistema @, séo trivialmente calculadas como,

®P,,s = C¥ (18)

Uma importante observacdo é que este método pode ser generalizado para o caso multivaridvel, onde sdo
consideradas p entradas impulsivas atuando ndo simultaneamente em q pontos distintos do sistema estrutural (Cambraia
e Kurka, 2011).

4. MATRIZ DE OBSERVABILIDADE EXTENDIDA E O ALGORITMO ERA

A secdo anterior mostrou o importante papel da matriz de observabilidade I; na estimativa das matrizes A e C do
sistema dindmico. Esta secdo apresenta a determinagdo de uma versdo da matriz I; a partir de dados experimentais das
FRIs, através de uma técnica de reducdo de posto da matriz H, usando SVD. Além disso, é mostrada a identificagdo da
ordem minima n do sistema através da simples inspecdo dos valores singulares mais significativos de H.

4.1. Versao extendidada matriz de observabilidade usando SVD

Com base na Eq. (13) e considerando n < il e n < j, 0 posto de ambas as matrizes I; e Q; é obviamente igual a n,
igual a ordem minima do sistema. Isso implica que o produto H =T; Q;, de dimensdo il < j também possui posto
deficiente igual a n. Além disso, as n colunas da matriz T; geram o espago coluna de H e as n linhas de Q; geram o
espaco linha de H (Van Der Veen et al., 1993). Entédo I; pode ser obtida pela base que gera o espago coluna de H.
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Na pratica, considerando amostras experimentais das FRIs, a matriz H possui posto completo igual a min(il,j). Seja,
portanto, um sistema dindmico de ordem minima igual a n, sendo n <j < l, a aplicagcdo da SVD sobre matriz H
resulta no seguinte (Van Der Veen et al., 1993),

_ R [ T
n=osv=la. allo. S (|77]-esw-asy 19)
0y jxjl ="

onde Q, S e V sdo matrizes de dimensdes, respectivamente, iguais a il x il, il < j e j x j. A matriz diagonal §S possui
dimens&o n x n e contem os valores singulares de H relacionados com a dinamica do sistema. A matriz diagonal S,
possui dimensdo (j — n) x (j —n) e contém os valores singulares de H n&o relacionados com a dindmica do sistema —
modos espurios ou ruido presente nas medicdes das FRIs. Os valores singulares mais significativos de H sdo, portanto,
aqueles agrupados na matriz S..

As matrizes Q; e V, da Eq. (19) sdo ortogonais com dimensBes, respectivamente, iguais a il xn e j x n. Além
disso, as n colunas das matrizes Q. e V. geram, respectivamente, o espago coluna e o espago linha da matriz H.
Portanto, uma estimativa da matriz de observabilidade extendida fs pode ser obtida como,

i}‘s = Qs ou F - QSA /2 (20)
4.2. Algoritmo para identificacdo de parametros modais usando o ERA

i) partindo de valores de j que resulta em posto sobredeterminado de H, identificar a ordem minima n do sistema
pela inspecéo do nimero dos valores singulares mais significativos de H agrupados em S - Eq. (19)

ii) estimativa da matriz de observabilidade estendida I, usando SVD - Eqgs. (19) e (20),

iii) estimativa da matriz de estado A e dos autovalores z; e autovetores ¥; de A, parai = 1,2,...,n - Eq. (17),

iv) calculo dos n polos 4; = log,(z;)/At, n frequéncias naturais «, e n fatores de amortecimento ¢, - Eq. (7), e

v) determinacéo da matriz C obtida do primeiro bloco de T, e das formas modais ¢; = C¥; conforme Egq. (18).

5. EXEMPLO DE APLICACAO

Esta secdo apresenta dois testes de aplicacdo do método ERA em AME para dados das FRIs obtidos numericamente
de um sistema massa-mola-amortecedor com amortecimento proporcional de cinco graus como mostrado na Fig. 1. Os
valores adotados para as massas dos blocos, rigidezes das molas e amortecimento sdo:m, = m, = mg; =m, = mg =
05kg, ky =k, =k; =k, =ks; =2000 N/meb, =b, =by =b, =bg =20 Ns/m.

Uma quantidade de N,, amostras das FRIs para tempo discreto séo calculadas como (Maia e Silva, 1997),

hy;(k) = 2Real{¥]_, ¢y pje™ 2t} k=1-N, (21)

onde ¢;;s sdo termos da forma modal ¢, dada pela Eqg. (9) e o termo r;; = ¢;¢;; da equagéo acima é chamado residuo.

N v'-n:\r W it P W W R
N M1 M2 L M3 L M4 L M5
@]—l == ]J ]J ]—l B

Figura 1. Slstema mecanlco de cmco graus de Ilberdade
5.1. Teste 1 — Dados das FRIs sem ruido

Para uma quantidade de N,=500 pontos e um intervalo de discretizagdo At=1/40 segundo sé&o calculadas as seguintes
FRIs hy1(K), ho1(K), hs1(K), hsi(k) € hsi(K) - excitagdo impulsiva no bloco 1 e medidas simultaneas nos cinco blocos.

Partindo de um valor sobredeterminado j=40 para uma quantidade de blocos i = N, — j + 1 = 461, a matriz dos
dados H, segundo a Eq. (13), possui dimensao igual a 2305x40.

A ordem minima do sistema é identificada pela inspecdo dos valores singulares mais significativos da matriz H com
base na Fig. 2, mostrando que a ordem minima do sistema € identificada como n=10.

Usando o valor da ordem minima n=10 as frequéncias naturais, os fatores de amortecimento identificados bem como
as formas modais identificadas sdo exatamente iguais as obtidas da simulagdo numérica, como pode ser comprovado
rodando o cdédigo apresentado no apéndice do trabalho.
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Figura 2. Logaritmo natural dos valores singulares de H

5.1. Teste 2 - Dados das FRIs com rui

A fim de obter uma situacdo mais realista, neste teste € somado a cada FRI um sinal aleatério Gaussiano de média
zero e amplitude igual a 10°°. Adotando o mesmo procedimento do teste 1, a Fig. 3 mostra o logaritmo natural dos
valores singulares, de modo que a ordem minima é identificada como n=10. Devido a presenca do ruido apenas quatro
modos do sistema foram identificados. Os parametros modais identificados sdo comparados com seus valores exatos e
apresentados na Tab. 1 e as partes real e imaginaria das quatro formas modais identificadas sdo mostradas na Fig. 4. O

erro é calculado como

do

A0

wr
7 e e A e A e e AT T AT sk e e e s e e e s e e ke e
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o
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-
—F Lk
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Figura 3. Logaritmo natural dos valores singulares de H

Tabela 1. Comparacdo dos parametros exatos do sistema mecanico com os identificados pelo ERA.

r Exata (Hz) ERA (Hz) Erro (%) Exato (%) ERA (%) | Erro (%)
1 5.2105 5.2105 0 0.1637 0.1637 0
2 10.0658 10.0647 0.0109 0.3162 0.3162 0
3 14.2353 14.2205 0.1040 0.4472 0.4470 0.0447
4 17.4346 - - 0.5477 - -
5 19.4457 19.4684 -0.1167 0.6109 0.5589 8.5120
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Figura 4. Partes real e imaginaria das formas modais exatas (laranja) e identificadas (azul)
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6. CONCLUSAO

Este trabalho apresenta a aplicagdo do método ERA na identificacdo paramétrica em AME usando a plataforma
Python para dados do tipo FRIs. Os dados das FRIs usados neste estudo sdo obtidos por simulagdo numérica de um
sistema massa-mola-amortecedor de cinco graus de liberdade com amortecimento proporcional. Os resultados
comprovam a excelente efetividade do cédigo na identificagdo paramétrica. E importante observar que o algoritmo
apresentado possui a mesma excelente precisdo para identificagdo de frequéncias naturais e fatores de amortecimento
para sistemas mecanicos com amortecimento ndo proporcional, porém ele ndo é o mais apropriado para o célculo das
formas modais. Nesse caso, sugere se 0 uso da matriz de Vandermonde para o calculo dos residuos e a partir destes
realizar o calculo das formas modais como pode ser consultado, por exemplo, em Van Der Veen et al., (1993). O ruido
tende a diminuir muito a precisdo dos resultados, especialmente para as formas modais. Finalmente, o trabalho traz a
listagem do codigo usado nos exemplos aqui apresentados, que podera ser usado como material de estudo e incentivar
novos estudantes da rea sobre 0 assunto.
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9. APENDICE - CODIGO PYTHON

Aqui apresenta o cadigo usado na simulagdo das FRIs e identificacdo dos parametros modais usando o0 método ERA.

import numpy as np K = np.array([[K[O]+K[1], -

import numpy.linalg as LA k[1], O, O, O],

import matplotlib.pyplot as plt [-k[1]1, k[11+k[2], -
k[21, o, 0],

np.set_printoptions(precision=4, sup [0, -k[2], k[2]+Kk[3], -

press=True) k[3], O],

#GERACAO DE DADOS [0, O, -

print(*"\033[4mGERACAO DE DADOS\033[0 k[3]1, k[31+k[41., -Kk[411,

m'*) [0, 0, 0, -

m = [0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5] k[4]1. k[41+k[511D

M = np.diag(m) C = K*0.01

k = np.array([2000, 2000, 2000, 2000 ZR = np.zeros((5,5))

, 2000, 2000D) 1 = np.eye(b)
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Minv = np.linalg.inv(M)
A = np.block([[ZR , 1 1.
[-Minv@K, -Minv@C]])

LAMBDA, FI = np.linalg.eig(A)

lam = LAMBDA[10:0:-2].T

fi = FI[0:5, 10:0:-2].T

wn_ST = np.abs(lam)

gsi = -np.real(lam) / np.abs(lam)

fnl = np.abs(lam)/(2*np.pi)

sort = np.argsort(fnl)

print(""\nFrequéncias exatas (em Hz):

\n"", fnl)

print(""\nFatores de amortecimento ex

atos:\n", qgsi)

fi_norm = np.array([fi.imag[i]/fi.im

ag[i,0] for i in range(5)])

modo_exato = np.block([np.zeros((,1

)), fi_norm, np.zeros((5,1))D

print(""\nParte imaginaria das formas

modais:')

plt.figure(figsize=(6,10))

modos = [[plt.subplot(511+i), plt.ax

hline(color="darkgray"),\
plt.plot(modo_exato[sort[i

111 for 1 in range(5)]

plt.show()

fi_norm 2 = np.array([fi.real[i]/Fi.

real[i,0] for i1 in range(5)])

modo_exato 2 = np.block([np.zeros((5

,1)), fi_norm 2, np.zeros((G,1D))D

print(""\nParte real das formas modai

s:")

plt.figure(figsize=(6,10))

modos = [[plt.-subplot(511+i), plt.ax

hline(color="darkgray"),\
plt.plot(modo_exato 2[sort

[i11D] for i1 in range(5)]

plt.show()

amp_ruido = Float(input("'Dé a aplitu

de do ruido: (separe os decimais com

ponto (.))\n"))

dt = 1/(2*20)

Np = 500

t= np.array(np.arange(0, Np, 1)*dt)

r = np.array([[Fi[i, j]1 * fi[i, O] f
or 1 iIn range(5)] for j in range(5)]
)

h = np.array([[2 * np.real(r[J] @ np
.exp(lam*t[i])) + np.random.uniform(
amp_ruido, amp_ruido) for i1 in range
(Np)] for j in range(5)]) #Residuos

exatos

#IDENT IFICACAO
print(’"\n\033[4mIDENTIF1CACAO\O33[Om

No= 5
Jj= 40
i= Np-j+1

H = np.block([[h[:, k+1] for k in ra
nge(i)] for I in range()])-T

u, s, v = LA.svd(H)
print(*"\nLogaritmo dos Valores Singu
lares:")

plt.figure(figsize=(6,2))
plt.plot(np.log(s), "b*")

plt.show()

order = int(input("\nDé a ordem mini
ma do sistema:\n"))

ul = u[0:No*(i-1), O:order]

u2 = u[No:No*i, O:order]

F = LA.pinv(ul) @ u2

Z, fi_ident = LA.eig(F)

lamb_ident = np.log(2) / dt
fn_ident = np.abs(lamb_ident[O:order
:2D) /7 (2*np.pi)

damp_factor= -
np.real(lamb_ident[O:order:2]) 7/ np.
abs(lamb_ident[O:order:2])
print(""\nFrequéncias identificadas (
em Hz):\n", fn_ident)
print(‘"\nFatores de amortecimentos i

dentificados:\n", damp_factor)

MtC = u[0:No, O:order] #Matriz de Ob
servabilidade C

fi4SID = MtC @ fi_ident
print(""\nAutovetores da matriz de es
tado para tempo discreto:\n", Ffi4SID
)



