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Resumo. O presente trabalho visa controlar a posi¢ao de uma bola sobre um determinado feixe por meio da técnica de
alocacdo de polos. A modelagem matematica foi realizada com base nas equacbes de Lagrange, as quais foram
fundamentais para a representagdo dindmica do sistema estudado. Os resultados mostraram que, quanto mais afastados
a esquerda estao os polos arbitrados, mais rapida ¢ a resposta a referéncia utilizada (fungdo degrau unitario). Ademais,
0 projeto via alocacéo de polos foi bem-sucedido em seu emprego, uma vez que gerou resultados satisfatorios.
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1. INTRODUCAO

Nos mais diferentes campos da engenharia, os sistemas de controle tém um papel muito importante no que diz respeito
a atingir objetivos pré-determinados. Nos navios atuais, por exemplo, sistemas elétricos, mecanicos e hidraulicos, em
conjunto, geram comandos de leme a fim de direcionar o navio para a posicdo pretendida (Nise, 2013). Até mesmo o
corpo humano possui sistemas de controle. O figado, por exemplo, controla a transformacdo da glicose ingerida em
glicogénio (Cox, Lehninger e Nelson, 2014).

A estabilidade é o principal objetivo a ser atingido em um sistema de controle. Uma vez que ela é atingida, podem-se
estabelecer requisitos de desempenho a serem cumpridos. A maioria das técnicas de controle moderno sdo dependentes
de um modelo matemético, os quais podem assumir diferentes aspectos e, dependendendo de um sistema e das
circunstancias particulares, um modelo pode ser mais conveniente que outro.

A técnica de alocacdo de polos é muito eficiente para garantir a estabilidade de sistemas instaveis. Essa técnica permite
alocar polos que estdo do lado direito (regido instavel) do plano complexo para o lado esquerdo (regido estavel), em
posicOes previamente estabelecidas, permitindo que o sistema responda conforme as especificacdes de desempenho.

O objetivo do atual trabalho é modelar e projetar um controle para um sistema do tipo ball and beam. A técnica de
controle utilizada foi a alocagdo de polos, que foi eficaz em manter a bola em uma posicéo pré-estabelecida.

2.MODELAGEM DO SISTEMA BALL AND BEAM
A seguir, segue uma imagem ilustrativa do presente trabalho.

Figura 1. Imagem ilustrativa do sistema ball and beam estudado neste artigo, retirada de LV, et al., 2011
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Para determinar a equacao que descreve o movimento da bola, utilizaram-se as equacgdes de Lagrange. Na modelagem,
o efeito do atrito entre a bola e o feixe foi desconsiderado. As equagdes de Lagrange, para um sistema de n graus de
liberdade, tém a seguinte forma (RAO,2009).:

40T\ oT L oV _
dt (aq,) 5q./+5q./ 9 )

. aq; , . . . . o . N
Em que ¢, = a_t] ¢ a velocidade generalizada e Qj(”) é a forca generalizada ndo-conservativa correspondente a
coordenada generalizada q;(esse termo, neste trabalho, € nulo, uma vez que ndo esta sendo considerada qualquer forca

de caréter dissipativo). Os termos T e V representam, respectivamente, as energias cinética e gravitacional da bola. Assim,
temos:

T=§m(r)2+§J(oe)2 @)
V=mgsenar ?3)

Substituindo as Eq. (2) e Eg. (3) na Eg. (1), obtém-se a seguinte equacdo de movimento:
(1% +m) i+mg sen o-mré’ =0 4)
A linearizagdo dessa equacdo sobre o ngulo do feixe @ = 0 nos da a seguinte aproximac&o linear do sistema:
(R_Jz +m) F+mg sen o =0 5)
Considerando pequenas variagdes para o0 angulo «, temos que sen a = a. Desse modo, temos:

J .
(1? +m) F+mga=0 (6)
A seguir, a Tab. 1 mostra os valores supostos para 0s parametros do presente trabalho:

Tabela 1. Valores dos parametros utilizados neste trabalho, acompanhados de suas respectivas unidades

Pardmetros Valor Unidade de medida (SI)
Massa da bola (m) 0,11 kg
Raio da bola (R) 0,015 m
Deslocamento do brago de alavanca 0,03 m
(d)

Aceleragdo da gravidade (g) 9,81 m/s?
Comprimento da viga (L) 1 m

Momento de inércia da bola (J) 9,99 x10° kg.m?

2.1 Representacdo em espaco de estados

Com a equacdo diferencial que descreve o sistema em questdo (Eq.(6)), uma mudanga de variaveis foi feita, de modo
a representar o sistema em uma representacao de espago de estados. A representacdo por espaco de estados permite o
acesso a todas varidveis do sistema (Dorf e Bishop, 2015).

As variaveis de estados que serdo levadas em consideracdo neste trabalho séo as seguintes: posicdo e velocidade da
bola bem como posicao e velocidade angulares da barra, na seguinte ordem:
Posicdo da bola=r
Velocidade da bola =t
Posicdo angular = o
Velocidade angular = o

A representacdo geral em espaco de estados tem a seguinte forma:

x=Ax+Bu @)
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y=Cx+Du (8)

Em que

A ¢é a matriz de estado ou matriz dinamica

B é a matriz de entrada

C é a matriz de saida

D é a matriz de transmissdo direta (considera os efeitos dos ruidos)
X é 0 vetor de estado

y € vetor de saida

u ¢ a forca externa

Para 0 presente caso, a representacio em espaco de estados tem o seguinte formato:

019 g

I r 0
T jo o .
i|_| &) ol|i], [0 | ©)
o I R T | b I
a: lO 0 0 0Ja 1
r
y=[1 0 0 ol|g (10)
&
Em que
1 2 81 0
A:IO 0 (m) |,B:8,C:[1 0 0 o0]leD=[0]
lo o o 1 | |
lo o 00l

3. PROJETO VIA ALOCACAO DE POLOS PARA SERVOSSISTEMAS

O projeto de servossistemas consiste, basicamente, em controlar a posicdo de determinado objeto de estudo, que é
exatamente o objetivo deste trabalho. Para alocar um estado inicial para um estado final desejado, o sistema em questdo
deve ser completamente controlével (Ogata, 2010). Uma maneira de verificar se o sistema é completamente controlavel
¢ a partir do posto da matriz de controlabilidade: se 0 posto da matriz de controlabilidade for igual a ordem da matriz de
controlabilidade, entdo o sistema é de estado completamente controlavel. O posto de uma matriz é, por defini¢éo, o
namero de filas (linhas ou colunas) linearmente independentes. A matriz de controlabilidade, de ordem n , é definida por:

Cy=[B AB A°B ... A"'B] (11)

Dessa forma, considerando os valores da Tab. 1, a matriz de controlabilidade fica da seguinte forma:

000 -7
oo 70
CvZlo 10 o
100 0

Apbs uma analise, conclui-se que o posto dessa matriz é 4. Dado que o posto é igual & ordem da matriz, o sistema é
de estados completamente controlaveis.

3.1 Determinagéo da matriz de ganho K

No presente trabalho, a matriz de ganho K sera obtida por meio do método da substituicdo direta. Considerando que
o sistema é de estado completamente controlavel, existe uma matriz K tal que:

|SI-A+BK|= (s-1t,) (s-1t,) (s-1,) (s-11,) 12)
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Emque p,, p,, 1, € p, sdo os polos arbitrarios escolhidos. Assim, tem-se:

S —O O

0 01 0 O 0
oo oy {)Hg‘ K Kk ks ]| =(smpt, )t )(5mity )(sty) (13)
1 0O 0 0 O 1

SO O

1
(o
0

Como ambos os lados da equacéo caracteristica sdo polindmios em s, igualando os coeficientes de mesma poténcia
em s, é possivel determinar os valores para k4, k,, k5 e k,. Quando a ordem da matriz de controlabilidade for maior ou
igual a4 (n = 4), o algebrismo para encontrar K torna-se muito tedioso (Ogata,2010); dessa forma, utilizou-se o software
Scilab, a partir do comando ppol, para realizar todas as iteragdes necessarias para encontrar a matriz de ganho K.

Vale frisar que o comando ppol iguala os coeficientes de mesma poténcia da equacdo caracteristica com realimentacéo
com a equacdo do poliménio dos polos arbitrados e, entdo, encontra a matriz K.

Considerando o presente projeto como uma planta que possui um integrador, é possivel escolher a saida igual a uma
das variaveis de estado. Foi considerada, neste trabalho, a saida y = r, que é a posi¢do da bola sobre o feixe. Nesta analise,
o sinal de referéncia considerado foi a fun¢do degrau. No presente sistema, utilizou-se o seguinte esquema de controle
por realimentacdo de estado:

X1

u=-[0 k2 k3 kn] X2 +k1(r-X1):-KX+klr (14)

Xn
A figura 2 mostra uma configuracéo geral de servossistemas quando a planta possuiu um integrador.

Figura 2. Configuracdo geral de servossistemas considerando que a planta possuiu um integrador (Ogata, 2010)

x
r u ry=x
—b@-» ki *@—» X = Ax + Bu ﬁl y=Cx
X |
k2
X

5
X3

ky |

Substituindo a Eq.(14) na Eq.(7), tem-se

x=(A-BK)x+ k;r (15)
e
y= Cx+Du (16)

4. RESULTADOS E DISCUSSOES DAS SIMULACOES NUMERICAS

Antes de partir para a analise de resultados e discussdes, é necessario especificar os requisitos de desempenho que
servirdo como critério avaliativo para as analises dos resultados. Séo eles:
e Ma&ximo sobressinal inferior a 5%
e Tempo de acomodacdo inferior a 3 segundos

De acordo com Ogata (2010), esses parametros tém a seguinte definicéo:
Maximo sobressinal: maximo valor atingido pela curva de resposta do sistema, medido a partir da unidade.



XXVI Con

gresso Nacional de

Estudantes de Engenharia Mecénica, CREEM 2019
19 a 23 de agosto de 2019, Ilhéus, BA, Brasil

Tempo de acomodacao: tempo necessario para que a curva de resposta alcance valores em uma faixa (normalmente

de 2% a 5%) do valor final, ai permanecendo indefinidamente.

A Fig. 3 mostra a resposta do sistema sem controle.

Figura 3. Resposta sem controle do sistema estudado

RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO
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A partir da Fig. 3, fica claro que o sistema é instavel em malha aberta; com isso, a bola rolaria para fora do feixe.

Portanto, faz-se necessaria a acao de algum método para controlar a posi¢do da bola sobre o feixe.

A fim de encontrar polos que satisfagam os requisitos de desempenho estipulados e que também tenham uma resposta

agradavel com relagdo a fungéo degrau unitario, foram arbitrados os seguintes polos:

p,=-1+3i
p,=-1-3i
py=-2+2i
p,=-2-2i

A matriz de ganho K, de acordo com a Eq. (13), é:
K=[-11,416922 -7,9918451 26 6 ]

Substituindo-a na Eqg. (15), tem-se:

0 1 0

0 0 0 0
7 0[O [-11,416922 -7.9918451 26 6= 0 70
o 1] o 1
00

0
0

0

A-BK= 0 0 0

S OO —

Assim, a equacdo de estado do sistema projetado é:

‘ Ll 416922

F 0 0
r 0 -7
a 0 0
a. 11,416922 79918451 -26 -

o\'—‘OO

(17

11,416922 7,9918451 -26 -6

(18)
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E, por fim, a equacéo de saida, a partir da Eq. (16), é

y=[1 0 0 0] (19)

2 Qn -

O gréafico mostrando a localizagdo dos polos do sistema antes e ap0s a agdo do controle, considerando os polos em
(17), € mostrado a seguir:

Figura 4. Gréfico dos polos considerados em (18)
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A figura 5 mostra a resposta ao degrau unitario, considerando os polos da Fig. 4 e as Eq. (18) e Eq. (19).

Figura 5. Resposta ao degrau unitario considerando os polos representados na Fig.4
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Fazendo-se uma andlise na Fig. 5, vé-se que a resposta ao degrau unitario foi atingida. Os requisitos de desempenho,
todavia, ndo foram atingidos. Primeiramente, 0 maximo sobressinal, pela Fig, 5, ficou em torno de 25%, que é superior
ao valor exigido no inicio. Além disso, o tempo de acomodacdo também ndo foi cumprido, uma vez que, pela figura Fig.
5, 0 tempo de acomodacao ficou em torno de 3,5 segundos, que também é superior ao valor estipulado no inicio.
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Deve-se, entdo, supor outros polos. Os novos seguintes polos foram arbitrados:

p,=-5+2i
p,=-5-2i
py=-4+3i (20)
p,=-4-3i
A matriz de ganho K, de acordo com a Eq. (13), é
K=1[-103,46585 -68,786952 134 18]
Substituindo-a na Eq. (15), tem-se que
0 1 0 0770 0 1 0 o0
_[0 0 -7 0] [0 ) _ 0 0 70
A-BK= 00 0 1]—[0] [-103,46585 -68,786952 134 18] 0 0 0 1
0 0 0 O 1 103,46585 68,786952 -134 -18
Assim, a equagdo de estado do sistema projetado é:
i 0 1 0 o0 0
Fl_ 0 0 T0 0
d]_ 0 0 o 1| o |" (21)
a. 103,46585 68,786952 -134 -18 -103,46585
E, por fim, a equacdo de saida, a partir da Eq. (16), é
r
y=[1 0 o ol (22)
a.
O gréafico dos polos dados em (20) é mostrado a seguir:
Figura 6. Gréafico dos polos considerados em (20)
4
x x x Sistema sem atuagdo do controle
x x X Sistema com atuagéa do contrale
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Agora, a resposta ao degrau unitario, de acordo com os polos da Fig. (6) e com as Eq. (21) e Eq. (22), é a seguinte:

Figura 7. Resposta ao degrau unitario considerando os polos representados na Fig. 6
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O tempo de acomodacdo, pela Fig. 7, esta em torno de 1,4 segundo. Esse valor estd conforme o requisito inicial.
Percebe-se, ainda, pela Fig. 7, que 0 maximo sobressinal esta em torno de 3%, o que também estd de acordo com a
consideracéo inicial.

5. CONCLUSAO

De acordo com os resultados mostrados, o projeto de alocagdo de polos foi bem-sucedido, uma vez que a posi¢édo da
bola foi controlada de acordo com a referéncia (funcdo degrau unitario). Verificou-se que, quanto mais afastados a
esquerda do plano imaginério estdo os polos arbitrados, mais rapida é a resposta. 1sso é devido ao termo real do polo,
pois quanto maior é o seu valor, mais amortecimento ele adiciona ao sistema, fazendo com que a resposta seja mais rapida.
E importante ressaltar que no sistema fisico, para se ter uma resposta mais rapida, é necessario ter um motor mais potente,
o qual fornecerd mais tensdo ao sistema.

Pretende-se, num futuro préximo, fazer o aparato experimental do presente projeto, bem como ensaios experimentais
e compara-los com as simulagdes numéricas obtidas neste trabalho. Tal aparato sera projetado a fim de obter a melhor
relacdo custo e desempenho do controlador.
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