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Resumo. O conceito e o uso do algoritmo de realizacdo minima ou ERA-Eignsystem Realization Algorithm, como uma
técnica de estudo da andlise modal experimental, deve ser avaliado por meio da comparacdo com a técnica de estudo
pela transformada de fourier, além da formulacdo analitica pelos conceitos de Rayleigh-Ritz e a solugcdo numérica do
método de elementos finitos. A comparagdo serd estabelecida entre os resultados obtidos pela aplicacdo de todas essas
técnicas na andlise modal de uma viga engastada, a qual serd matematicamente e experimentalmente avaliada utilizando
dispositivos de baixo custo e software open-source.
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1. INTRODUCAO

Cada vez mais, o estudo das vibracdes ganha destaque nas dreas de engenharia como projeto de maquinas (Grega
et al., 2017) fundacdes, estruturas (Klinger, 2014), motores, turbinas e sistemas de controle (Gu, 2007). Em todas
as situagdes, € de suma importancia utilizar diferentes técnicas de estudos bem como andlise dos parametros dindmicos
do sistema de projeto para o entendimento do comportamento dindmico de uma estrutura sofrendo qualquer excitacio
periddica, a fim de evitar a ressonancia (Rao, 2008) e outras potenciais causas de falha e fadiga induzida pela variacio
ciclica da tensdo induzida (Chaudhury et al., 2014), ou até mesmo o controle das mesmas (He and Liu, 2019; Nise,
2017).

Tais técnicas de estudo da andlise modal podem ser as mais variadas, geralmente, analiticas, numéricas ou experimen-
tais (Avitabile, 2001; Chandravanshi and Mukhopadhyay, 2013). Com o objetivo de avaliar alguns métodos, esse trabalho
compara os resultados das analises modais obtidas por meio da modelagem matematica, com solucdo analitica pela for-
mulacdo introduzida pelos conceitos de Rayleigh-Ritz em (Lalanne et al., 1983) no capitulo 4 sobre viga engastada-livre.
E a solug@o numérica feita pelo método de elementos finitos (Garcia-Barruetabefia and Cortés, 2018), além da avaliacio
experimental utilizando o ERA-Eignsystem Realization Algorithm (Juang and Pappa, 1984; Pappa and Juang, 1988), um
algoritmo matemadtico desenvolvido por um antigo engenheiro da Nasa, Juang, J. N. (NASA Langley Research Center,
Hampton, VA, United States), que foi desenvolvido através da matematica computacional para utilizacdo na identifica-
¢do de parametros dindmicos de estruturas flexiveis, e depois estendidas para controle de sistemas (Juang, 1994a). Para
a aplicacao das quatro técnicas, serd utilizada uma viga engastada para a modelagem matematica e aquisicao de dados
experimentais. H4 também utilizacdo de tecnologias de baixo custo, com a utilizagcdo de software open-source (Pearce,
2012) para o tratamento computacional, tanto no aprendizado quanto no desenvolvimento cientifico sdo importantes nos
dias atuais (Fisher and Gould, 2012), sdo chamadas em portugués de cédigo aberto, que oferecem acesso econdmico a
ciéncia (Lerner and Tirole, 2002).

Além do algoritmo ERA que ja foi desenvolvido e aplicado para andlises modais em outros trabalhos estruturais
(Caicedo, 2011), o método FEM-Finite Element Method , FFT-Fast Fourier Transform (Cooley et al., 1967), serdo
usados na linguem Python, uma linguagem de alto nivel adequada para cédigo cientifico e de engenharia, que geralmente
é rapida o suficiente para ser imediatamente ttil segundo Oliphant (2007), que serve para varias tarefas de manipulagéo de
dados cientificos (Millman and Aivazis, 2011). O sistema de aquisi¢do baseado em Raspberry Pi-3 tem trabalhos recentes
em (Iwaniec et al., 2017) que desenvolveu um sistema para analisar espectro de vibracdes baseado em Raspberry Pi-3
e o acelerdmetro MEMS- Micro Electro Mechanical Systems ADXL345, e ainda em (Duc et al., 2018) também foi
desenvolvido um dispositivo de mensuracao de baixo custo com Raspberry Pi-3 e acelerometro MEMS MPU6050. Para
aplicacdes, a constru¢do de um sistema baseado em Raspberry Pi-3 e acelerometros MEMS encontrado em trabalhos
recentes de (D’Alessandro et al., 2018) que € a proposta de uma rede de monitoramento sismica urbana em tempo real,
para monitorar terremotos na Sicilia (Itdlia). J4 em trabalhos recentes de (Urandra et al., 2016) é desenvolvido um
sistema complexo de monitoramento baseado em Raspberry Pi-3, porém usando sensores de temperatura, servo motores,
uma cimera e ainda um acelerdmetro MMA775 do tipo MEMS.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 ALGORITMO DE REALIZACAO MINIMA

O algoritmo de realizagdo minima é um algoritmo de entrada e saida multipla de dados no dominio do tempo para
construcao da ordem minima da realizacdo de um sistema (Pappa and Juang, 1988). O ERA desenvolvido por Juang e
Richard Pappa (Juang, 1986), € um algoritmo que analisa dados de vibracdes, através de dados de impulso em estruturas
flexiveis, e que apresente decaimento do sinal devido ao seu amortecimento, com isso € feito a coleta de dados e o
algoritmo informa a dindmica do sistema. A exemplo pelo autor do algoritmo (Pappa and Juang, 1984), a sequencia
de estudos da sonda Galileo, onde mais de 20 modos da espaconave foram identificados, demonstrando a capacidade do
método ERA para determinar a dindmica dessas estruturas complexas usando apenas alguns segundos de dados de teste
(Pappa and Juang, 1988).

Segundo (Kalman, 1963) o estado é uma quantidade minima sobre a histéria passada do sistema que € o suficiente
para prever o efeito do passado sobre o futuro. Os conceitos de realiza¢do de sistemas, ou minima realizacdo de um
sistema, foram apresentados por (Ho and Kalman, 1966), onde o processo de construgdo da representacdo dinamica
no espaco de estados a partir de dados experimentais é chamado de realizacdo de sistemas (Juang and Pappa, 1984).
Também vale salientar conceitos de controlabilidade e observabilidade aplicado a sistemas. Embora a maioria dos sistemas
fisicos sejam controldveis e observaveis, os modelos matematicos correspondentes podem nao possuir as propriedades de
controlabilidade e observabilidade, conceitos esses introduzidos por Kalman e Gilbert em trabalhos recentes (Gilbert,
1963), e conceitos esses que fazem parte das teorias de realizacio de sistemas.

Primeiro vamos definir o sistema em espaco de estados (controle moderno) (Ogata, 2010). Sendo A(t) a matriz de
estado, B(t) a matriz de entrada, C(t) é a matriz de saida e D(t) é a matriz de transmissdo direta como mostra a (Eq. 1)
e também apresenta espago de estados no tempo discreto, ou seja, para um tempo discretizado em p.

i(t) = A(Da(t) + B(t)u(t) X(p+1) = Az(p) + Bu(p)
y(t) = C(t)a(t) + D(t)ult) Y (p) = C(p)

Introduzindo os pardmetros de Markov, que provam a sua correlacdo com a dindmica do sistema em (Juang, 1994a),
da foma Y (p) = CAP~!B, apresenta a relagdo entre as matrizes de espago de estados e a resposta, mostra a forma
que o bloco de dados pode ser construido a partir das informagdes do vetor de dados de entrada discretos em Y, pois se
relacionam com a matriz de saida C' que fica na resposta do sistema, sendo a resposta agora uma forma discreta e matricial
Y (p). Com os parAmetros de Markov, pode-se montar entdo a matriz de Hankel na (Eq. 2) segundo (Chen, 1999; Ho and
Kalman, 1966; Wiberg, 1971; Kailath, 1980).

(1

Yy Yorr oo Yoppa
Yoi1 Ypra ... Yot
H(p—-1)= ) ) . } )
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Assim os dados do vetor Y (P), contém informagdes sobre a matriz A,B e C, montando a matriz de Hankel como na
(Eq.3)parap =1

i Ye ... Ys CB CAB ... CA"'B
Yo Yiea ... Yaipa CA""'B CA™ ... CA*»-VR

A matriz de dados que deve-se construir com o ERA deve incluir apenas sinais bons ou fortemente medidos, isso & util,
pois alguns dados de medicao podem ser ruidosos do que outros ou os sensores podem funcionar mal durante o teste. Para
dados de ruidos baixos a ordem pode ser a mesma que a verdadeira matriz. Esses fatos nos levam de volta a examinagio
da controlabilidade e observabilidade das matrizes.

O processo de obtencdo do era comega com o processo de decomposi¢do da matriz de Hankel em valores singulares
(Golub and Reinsch, 1971; Klema and Laub, 1980; Stewart, 2006), onde a matriz de Hankel é decomposta em H(0) =
RY.ST, e as matrizes R e S sdo matrizes isométricas, todas as colunas sdo ortonormais, e a matriz ¥ é a matriz diagonal
que contém os valores singulares [01, 09, . .., 0;], onde i é um integrador qualquer que representa o tamanho original da
matriz de Hankel decomposta, ou seja as matrizes da decomposi¢do mantém a proporcdo da matriz de Hankel. Depois
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da decomposi¢@o obtemos os valores singulares na matriz diagonal ¥ que ainda mantém o tamanho do sistema definido
pela matriz de Hankel como os ¢-ésimos valores singulares do sistema, que sdo monotonicamente nao crescente. Alguns
valores singulares podem tornar-se pequenos e insignificantes no sentindo que eles contém mais informagdes sobre o
ruido do sinal que foi construido na matriz de Hankel que informagdes do préprio sistema. Em outras palavras, as
direcdes determinadas pela decomposi¢do de valores t€ém graus menos significativos de controlabilidade e observabilidade.
Reduzimos os valores singulares de |01, 09, . .., 0;] para [01, 0, . . ., 0,] sendo n < i e fazendo uma redugio no tamanho
das matrizes como R, ¥, S1. Embora as observagdes até aqui sdo vélidas, uma prova matematica rigorosa é necesséria
para suporti-la, e presente no trabalho recente (Juang, 1994a). E por fim obtemos a formulacdo bésica da realizagdo
obtida pelo ERA, a triplete de equagao que definiremos como matrizes realizadas, sendo a matrizes de estados realizadas
presentes na Eq. (4).

A=RTS, P H(1)S, %S, B=3iSTE, ¢ =EIR,S: )

A triplete de equagdes matriciais que sdo obtidas quando usamos a decomposi¢@o singular sobre a matriz de Hankel em
H(0) e entdo reduzimos a ordem da matrizes singulares, é chamado de minima realiza¢éo do sistema, ou seja, é de ordem
n, sendo n definida a partir dos valores singulares. Rememorando pois, o que € definindo sobre composi¢do da matriz de
estados, A agora decomposto em A, apresenta a informacdo sobre o aspecto fisico do sistema logo apresenta a dindmica
do sistema segundo literaturas recentes (Ogata, 2010; Nise, 2017). Ent@o primeiro vamos calcular os autovalores da
matriz de estado realizada A e Obteremos segundo (Juang and Pappa, 1984), autovalores repetidos devido ao tratamento
matemdtico e obtencdo computacional.

A=0+jw )

Os autovalores se constituem um valor real e um valor imagindrio como demonstra na (Eq. 5). onde J representa as
taxas de amortecimento modais estruturais e as frequéncias naturais amortecidas sdo representadas por w.

_ In(An)
dt

Cn —

we, = imalXe,| fn =52 (6)

Nas equagoes (Eq. 6), primeiro passa o auto valor discreto para continuo usando a operagdo com logaritmo, feito
segundo Juang (1994b) em seu artigo para a NASA(Technical Memorandum). Notando que dt que € a derivada temporal,
e computacionalmente em um sinal real € o intervalo de tempo entre um sinal e outro, ou time-step € com os autovalores
continuos podemos retirar as frequéncia naturais da parte imaginaria dos autovalores computados, o que ji nos informa a
frequéncia natural do sistema em radianos por segundo Rad/s para a conversio em hertz basta dividir por 27. Com isso
chegamos as frequéncias naturais do sistema.

5(377,
5077, = T€a|)\cn| CTL = W (XIOO%) (7)

Antes do fator de amortecimento a taxa de amortecimento d,, que corresponde a parte real do autovalor é computada
e depois vamos obter o fator de amortecimento modal em porcentagem (Eq. 7) (fracdo do amortecimento critico).

2.2 OPEN-SOURCE

O Sistema de aquisi¢do com Raspberry Pi 3 model B presente na ‘Fig 4.a”, que € um computador em uma placa
unica desenvolvido por um cientista da computagdo chamado Eben Upton (Hein, 2013), em 2009, Upton e seus amigos
agrupou alguns fundos e formou a fundacio sem fins lucrativos Raspberry Pi e, em 2011, eles projetaram um placa que
transformou um BCM 2835 emum computador de placa tinica em miniatura (Severance, 2013). Conectando em suas
portas GPIO com acelerdmetro acelerometro ADXL.345 presente na ‘Fig 4.b”, do tipo MEMS que podemos encontrar seu
manual em (Devices, 2010). Segundo (Xu, 2012), o ADXL345 pode ser aplicado na detec¢@o da postura de movimento
dos objetos, de acordo com seu principio de funcionamento, que fornece um método de referéncia para ADXL345 no
desenvolvimento de aplicativos de handheld "portatil"sem fio, instrumentos de navegacdo pessoal e outros dispositivos
méveis. Com o desenvolvimento de um sistema de navegacdo de satélite com calculos inerciais em (Xi et al., 2010),
citou-se o acelerdmetro como um componente chave da unidade de medi¢do inercial, o0 ADXL345 é estdvel e facil de
usar. Sua taxa de saida de 10 Hz e cerca de 3,9 mG/LSB no modo de resolugdo completa atende a necessidade do
design da plataforma. As conexdes sdo feitas nas portas do acelerdmetro e o algoritmo de obteng¢@o de sinal compilado na
linguagem Python com o mostrador do sinal do tempo e também na FFT, que apresenta o plano da frequéncia.

3. MATERIAIS E METODOS

O experimento propde o estudo de uma viga de aluminio de largura 420 mm, espessura 25 mm e altura 3 mm (Fig.2),
e segundo a literatura (Hibbeler, 2009), de massa especifica de 2700 kg/m?* e Médulo de Young de 69 GPa, que estd



P. Kelven M. S. Delgado e S. Gabriel H. Cassel Barbosa .
ESTUDO DINAMICO DE VIGA ENGASTADA VIA ALGORITMO DE REALIZAGAO DE SISTEMAS E RASPBERRY-PI

Figura 1. Sistema de aquisi¢do com Raspberry-pi e micro Acelerdmetros

fixada em um engaste projetado para que ela fique fixa o mais firme possivel e todo esse conjunto por sua vez estd fixo
em um bloco de concreto (bancada inercial) (Fig 3.a) de medidas 39cm x 50 cm x 50 cm, e peso estimado em 195 Kg.
Objeto de impulso utilizado € um martelo de porte pequeno de cabeca de nylon, da forma que ele apresenta uma forma
arredondada no local de impacto torna mais pontual a localidade do impulso (Fig 3.b).

Figura 2. Mensuragdes fisicas da viga

Figura 3. Viga presa no bloco de concreto (a), Excitacdo na viga feita pelo Martelo de nylon (b)

(a) Bloco de inercia (b) Martelo de Nylon

Figura 4. Sistema de aquisi¢ao baseado em Hardawres Open-Source (a) e (b)

(a) Raspberry Pi-3 model B (b) Acelerometro ADXL345

Dentre o método do experimento a viga foi divida como mostra na (Fig 5), assim obtemos localidades espacadas
chamando de ponto zero o comeco da viga aonde fica o engaste, e a partir dali numa razdo de 105 mm a partir do ponto
zero foi tragado pontos onde seriam fixados os acelerometros e aonde seria posto o impulso através do martelo utilizado
para tal. Assim chamando de localizag¢do do acelerometro de 1, 2, 3 e 4, comegando da ponta da viga, desta forma fixando
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o acelerdmetro em 1 obtendo trés sinais referentes ao impulso em 315 mm, 210 mm, 105 mm e depois realocando o
acelerdmetro para o ponto 2 e aplicando o impulso em 420 mm, 210 mm,105 mm e assim por diante até o ponto 4.

Figura 5. Posicionamentos do sensor e da aplicagdo do impulso

4. RESULTADOS

Com a obten¢@o de uma variedade de sinais em variacdo dos pontos de medi¢do, posicionamento do sensor, e da
aplicacdo de for¢a, dentre as medigdes, foram selecionadas as cujos sinais apresentaram menores ruidos. As frequéncias
obtidas pela FFT embutida no algoritmo de aquisi¢do é comparada com o mesmo sinal quando tratado no algoritmo
ERA. Todas matrizes de Hankel foram fixadas em 3500 x 3500 dados visto que as janelas de obtenc@o foram fixadas
em 10 segundos de aquisi¢cdo e geram em torno de 10000 dados. A frequéncia de aquisicdo é fixada em 800 Hz, onde
o acelerometro ADXL.345 apresenta uma boa resolugdo de sinal. A redug@o usada na decomposi¢do fico a cargo de

quantos frequéncias seriam possiveis visualizar, e isso depende de quantos pico de frequéncia a FFT apresenta, podemos
ter reducdo em 6 obtendo 3 frequéncias, visto que ja foi comentado o fato do método matemadtico usado dar autovalores

repetidos.

Tabela 1. Resultados para as frequéncias naturais em Hertz [Hz] do ERA e da FFT

Grau de Liberdade | FFT [Hz] | ERA [Hz] | Amortecimento ERA [%]

Posicao do sensor em 1 e impulso em 105mm

1 12.3999 none 0.6554

2 79.7996 78.75 1.3078

3 224.2989 221.44 0.5957
Posicao do sensor em 2 e impulso em 105mm

1 12.7999 12.6955 0.6554

2 82.6996 78.7446 1.3078

3 226.3988 | 222.9997 0.5957
Posicao do sensor em 1 e impulso em 210mm

1 12.3999 12.6616 0.539

2 79.1996 81.4313 0.0739

3 222.7989 none none
Posicao do sensor em 4 e impulso em 210mm

1 13.3999 12.9071 1.0648

2 81.7996 80.8283 0.2489

3 224.5989 none none
Posicao do sensor em 1 e impulso em 315mm

1 12.3999 12.2251 1.4143

2 79.7996 78.1992 0.1311

3 225.0989 | 219.8308 0.0889
Posicao do sensor em 4 e impulso em 420mm

1 13.0999 12.3465 1.6366

2 81.3996 78.8712 0.0821

3 223.1989 | 223.2039 0.0926
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Figura 6. Resultados gréficos no plano do tempo, amplitude da aceleracdo em gravidades [G] X tempo em segundos [S]
e o plano da frequéncia, forca em batimentos[dB] X frequéncia em Hertz [Hz], para os posicionamentos (a) e (b)

(a) Posigdo do sensor em 1 e impulso em 105mm (b) Posicao do sensor em 2 e impulso em 105mm

Figura 7. Resultados graficos no plano do tempo, amplitude da aceleragdo em gravidades [G] X tempo em segundos [S]
e o plano da frequéncia, forca em batimentos[dB] X frequéncia em Hertz [Hz], para os posicionamentos (a) e (b)

(a) Posi¢do do sensor em 4 e impulso em 210mm (b) Posicao do sensor em 1 e impulso em 210mm

Figura 8. Resultados gréficos no plano do tempo, amplitude da aceleracdo em gravidades [G] X tempo em segundos [S]
e o plano da frequéncia, forca em batimentos[dB] X frequéncia em Hertz [Hz], para os posicionamentos (a) e (b)

(a) Posicdo do sensor em 1 e impulso em 315mm (b) Posicdo do sensor em 4 e impulso em 420mm

5. DISCUSSAO

Os sinais apresentados foram devidamente selecionados (Fig 6)(Fig 7)(Fig 8) ap6s a obtencdo e alimentados no algo-
ritmo ERA, entdo os resultados provenientes foram comparados aos da FFT. Podemos observar que hd algumas diferencas
entre os sinais, alguns apresentam melhor a terceira frequéncia (Fig 6.a)(Fig 7.b)(Fig 8.a), e os mesmos quando alimen-
tados no ERA apresentam também a terceira frequéncia, isso evidéncia ainda mais a certeza da identificacdo. Podemos
discorrer também sobre os resultados da 1 na Posi¢do 1 e o impulso hd 105 mm, onde apesar de apresentar na FFT do
sinal as trés primeiras frequéncias (Fig 6.a), ndo foi identificada no ERA a primeira frequéncia, mesmo que mudando
o tamanho da redug@o, mesmo assim continuaram fixos os valores em torno de 80 Hz e 220 Hz sem um valor que se
aproximasse da primeira frequéncia.

Precedente aos resultados experimentais € necessdrio um método de comparagao, e os dois métodos utilizados sendo o
FEM, método de elementos finitos, construido na simula¢do em Python com concatenagdo de matrizes com elementos dis-
cretos e método dos nds, e a formulacio introduzida pelos conceitos de Rayleigh-Ritz onde ha uma equagio da frequéncia
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para viga engastada e uma tabela de valores para contornos, ambas podem ser encontrada em literaturas elementos finitos
e vibragdes mecanicas (Lalanne ef al., 1983). Na tabela 2 comparemos os resultados dos métodos experimentais com 0s
analiticos e numéricos.

Tabela 2. Comparagédo das Frequéncias Naturais do sistema obtida pelos diferentes métodos

Posicionamento FFT [Hz] ERA [Hz] \ FEM [Hz] Analitico [Hz]
Primeiro Grau de liberdade
Pos1.Imp105 12.3999 none 14.304 13.895
Pos2.Imp105 12.7999 12.6955 14.304 13.895
Pos2.Imp210 12.3999 12.6616 14.304 13.895
Pos4.Imp210 13.3999 12.9071 14.304 13.895
Pos1.Imp315 12.3999 12.2251 14.304 13.895
Pos4.Imp420 13.0999 12.3465 14.304 13.895
Segundo Grau de liberdade
Pos1.Imp105 79.7996 78.75 87.655 87.079
Pos2.Imp105 82.6996 78.7446 87.655 87.079
Pos2.Imp210 79.1996 81.4313 87.655 87.079
Pos4.Imp210 81.7996 80.8283 87.655 87.079
Pos1.Imp315 79.7996 78.1992 87.655 87.079
Pos4.Imp420 81.3996 78.8712 87.655 87.079
Terceiro Grau de liberdade
Pos1.Imp105 224.2989 221.44 243.873 243.826
Pos2.Imp105 226.3988  222.9997 243.873 243.826
Pos2.Imp210 222.7989 none 243.873 243.826
Pos4.Imp210 224.5989 none 243.873 243.826
Pos1.Imp315 225.0989  219.8308 243.873 243.826
Pos4.Imp420 223.1989  223.2039 243.873 243.826

Com a comparacio fica observavel que dados do ERA se comparados a resposta grafica do FFT (Fig 6)(Fig 7)(Fig 8)
apresentam um bom resultado do método experimental, ja o modelo simulado apresenta uma certa distancia dos outros
dois métodos experimentais 2, visto que as entradas experimentais sdo apenas os dados geométricos da viga, que foram
fielmente medidos, e os dados de massa especifica e médulo de Young, que foram utilizados de literaturas Hibbeler (2009).
Entao ¢ hipdtese dizer que o modelo matemadtico apresenta variacdes dinamicas devido a uso de dados de literatura.

6. CONCLUSAO

A cerca do desenvolvimento matemético do ERA, foi posto em evidéncia as formulacdes matemadticas e computacio-
nais, e de fato o ERA se mostra com menos operagdes matematicas arrojadas comparados a FFT, apesar de especificas,
para o tratamento dos sinais, e pondera-se que sua conclusio e talvez um posterior refino se deve ao tratamento discreto-
continuo, que deve ser mais aprofundado utilizando-se em fun¢@o de teorias de controle. Ouve limitagdes quanto as
programagdes no que se refere a este fato, visto que as linguagens utilizadas ndo apresentam bibliotecas (conhecidas pelo
autor) que abrangem esse tratamento se ndo as operagdes utilizadas para retirar as frequéncias e fatores de amortecimento.
Ponderando-se que a simulagdo numérica apresentou uma certa distincia da FFT e do ERA, porém ambos se correlaci-
onaram bem (ERA e FFT) o que nos indicam que a teoria de realizag@o foi de fato concluida, visto que identificamos o
modelo através do sinal pelo ERA comparamos um de seus parimetros, a frequéncia, a um tratamento ja disposto a FFT.
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