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Resumo. A turbulência é um fenômeno que nos afeta diariamente em nossos meios de transporte como carros, aviões, 

navios, etc., assim como em muitos outros aspectos. Portanto, é de grande importância que este fenômeno seja 
entendido para que possamos compreender seus efeitos e estudá-los com maior precisão. Existem vários modelos que 

se propõem a predizer seu comportamento, mas nenhum conseguiu até o momento fazê-lo de forma geral. Este 

trabalho tem como objetivo investigar numericamente três modelos de turbulência do tipo 𝑘 − 𝜀 (padrão, realizável e 

RNG), por meio da simulação computacional do escoamento externo em torno de um cilindro, utilizado o programa 

comercial ANSYS Fluent, para Dinâmica dos Fluidos Computacional. E por meio da comparação dos resultados 

destes modelos com os resultados disponíveis na literatura, é verificada a influência da escolha do modelo de 

turbulência na predição do comportamento do escoamento. O modelo de turbulência que apresentou resultados mais 

satisfatórios foi o padrão, embora todos os modelos analisados tenham atingido resultados bem similares para os 

contornos de velocidade. 

 

Palavras chave: Escoamento externo. Cilindro. Modelo de turbulência. Simulação. 
 

1. INTRODUÇÃO 

 

O escoamento de qualquer fluido por um obstáculo produz geralmente turbulência nas camadas limite e pode 

resultar em uma esteira turbulenta, que aumenta o arrasto exercido pelo fluido sobre o obstáculo, sendo esta uma 

consequência que deve ser reduzida ou evitada para que se obtenha um melhor desempenho em veículos e aeronaves. 

Facilmente encontrados no dia a dia, escoamentos turbulentos então presentes em quase todas as interações de fluidos 

com seus respectivos meios, dificultando assim a análise de fenômenos de transporte e escoamentos de fluidos. Uma 

das várias definições de turbulência existentes é a do escoamento de fluido em que as partículas se misturam de forma 

não linear e caótica, sendo caracterizado por flutuações instantâneas na velocidade e na temperatura, que tem grande 

influência no transporte de massa e de calor. 
Existem muitas teorias que tentam descrever a turbulência, mas nenhuma conseguiu descrever de forma geral este 

fenômeno, de tal forma, que atualmente é preciso trabalhar com modelos simplificados e/ou específicos para cada área. 

Na prática, é muito importante e vantajoso conseguir simplificar o modelo de turbulência para um problema, pois vai 

trazer benefícios do ponto de vista físico, matemático e numérico. Para Kundu e Cohen (2002), a grande complexidade 

existente nos escoamentos turbulentos não permite uma abordagem somente analítica, então é de grande importância o 

estudo e o desenvolvimento de novos modelos de turbulência. Os escoamentos turbulentos possuem grande habilidade 

para transportar propriedades com taxas elevadas, quando comparadas as da difusão molecular, e são sempre 

dissipativos, onde é preciso alimentação constante para suprir as perdas viscosas (Tenekes e Lumley, 1972). 

As formas circulares e cilíndricas estão presentes em quase tudo ao nosso redor como em aviões, carros e navios, e 

com isso, tem-se que é de grande importância o estudo de escoamentos ao redor de superfícies nestes formatos. O 

estudo ao redor de superfícies circulares veio recebendo mais atenção nos últimos anos devido a sua grande relevância 

em aplicações de projetos de engenharia, por exemplo, as aplicações para plataformas de petróleo (Van Hinsberg, 
2015). Para Stringer et al. (2014) os escoamentos ao redor de superfícies circulares são um grande desafio, pois 

possuem grande complexidade e demandam maior poder de processamento dos equipamentos de simulação, mas nos 

últimos anos com a grande evolução no poder de processamento dos computadores, esta barreira vem sendo superada. 

É possível resolver os problemas de escoamento de duas formas: experimental e teórica. Na teórica, as equações são 

resolvidas analiticamente ou numericamente, fornecendo valores exatos ou aproximados para os problemas estudados. 

Este trabalho tem por objetivo verificar a capacidade de simulação três modelos de turbulência do tipo 𝑘 − 𝜀 (padrão, 

realizável e RNG) em prever as características do escoamento ao redor de um cilindro. 
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2. METODOLOGIA 

 

Nesta seção, são apresentadas informações a respeito das equações governantes, dos modelos de turbulência e do 

procedimento numérico. 

 

2.1. Equações governantes 

 

O modelo numérico é baseado na solução das equações de Navier-Stokes com Médias de Reynolds (RANS – 

Reynolds-Averaged Navier-Stokes) para escoamentos compressíveis usando Método dos Volumes Finitos (Patankar, 

1980) em uma grade não uniforme e não estruturada. Sendo que o termo das tensões turbulentas pode ser resolvido 

utilizando um modelo de turbulência de duas equações do tipo 𝑘 − 𝜀, por exemplo. 
As equações RANS são obtidas por meio de processos de média temporal, que são aplicados à velocidade 

instantânea, sendo decomposta em valor médio e uma flutuação. Para um fluido newtoniano compressível as equações 

da continuidade e momentum podem ser expressas pelas Eqs. (1) e (2): 

 
𝜕𝜌̅

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌̅𝑢̌𝑖) = 0 (1) 

  
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌̅𝑢̌𝑖) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(𝜌̅𝑢̌𝑗𝑢̌𝑖 + 𝑝̅𝛿𝑖𝑗 − 𝜏̃𝑗𝑖
𝑡𝑜𝑡) = 0 (2) 

 

Onde: 

 

𝜏̃𝑗𝑖
𝑡𝑜𝑡 ≡ 𝜏̃𝑖𝑗

𝑙𝑎𝑚 + 𝜏̃𝑗𝑖
𝑡𝑢𝑟𝑏  (3) 

  

𝜏̃𝑖𝑗
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𝜕𝑥𝑗

+
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𝜕𝑥𝑖

−
2

3

𝜕𝑢̌𝑘

𝜕𝑥𝑘

𝛿𝑖𝑗) −
2

3
𝜌̅𝑘𝛿𝑖𝑗 (5) 

 

Onde 𝜌 é a massa específica, t é o tempo, u é o vetor velocidade, x representa a coordenada espacial, p é a pressão 

modificada, 𝛿𝑖𝑗 é o delta de Kronecker, 𝜏 representa as tensões (total, laminar ou turbulenta), 𝜇 é a viscosidade dinâmica 

e 𝜇𝑡 é a viscosidade turbulenta. Os termos da Eq. (2) representam: a variação temporal devido ao regime transiente, a 
convecção no escoamento médio, o gradiente de pressão (modificada) média e as tensões totais devido às tensões 

viscosas (laminares) e tensões viscosas aparentes (turbulentas). 

 

2.2. Modelos de turbulência 𝒌 − 𝜺 

 

Nesta seção, são apresentadas as equações dos três modelos de turbulência do tipo 𝑘 − 𝜀: padrão, realizável e RNG. 

 

2.2.1. Padrão (Launder e Spalding, 1974) 

 
É um modelo semi-empírico baseado em duas equações de transporte para a modelagem da turbulência: a da energia 

cinética turbulenta (𝑘) e da sua taxa de dissipação (𝜀). Segundo Warsi (2006), as tensões de Reynolds (turbulentas) são 

descritas em termos da viscosidade turbulenta (𝜇𝑡), que por sua vez é expressa em função de 𝑘 e 𝜀, conforme a Eq. (6): 

 

𝜇𝑡 = 𝜌𝐶𝜇

𝑘2

𝜀
 (6) 

 

Onde 𝐶𝜇 é uma constante e as equações de transporte para 𝑘 e 𝜀 são dadas pelas Eqs. (7) e (8), respectivamente: 

 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝑘𝑢𝑖) =  
𝜕

𝜕𝑥𝑗

[(
𝜇𝑡

𝜎𝑘

)
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑗

] + 2𝜇𝑡𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 − 𝜌𝜀 (7) 

  

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜀) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝜀𝑢𝑖) =  
𝜕

𝜕𝑥𝑗

[(
𝜇𝑡

𝜎𝜀

)
𝜕𝜀

𝜕𝑥𝑗

] + 𝐶1𝜀

𝜀

𝑘
2𝜇𝑡𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 − 𝐶2𝜀𝜌

𝜀2

𝑘
 (8) 
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Onde 𝑆𝑖𝑗  é o tensor taxa de deformação e as constantes nas Eqs. (6), (7) e (8) possuem os seguintes valores padrão 

obtidos a partir de dados experimentais de escoamentos: 𝐶𝜇 = 0,09;  𝜎𝑘 = 1,0; 𝜎𝜀 = 1,3;  𝐶1𝜀 = 1,44; 𝐶2𝜀 = 1,92 . 

As principais vantagens deste modelo de turbulência são: 

 Modelo simples, onde somente duas equações de transporte adicionais são necessárias para solução. 

 Para muitos dos escoamentos encontrados na indústria, apresenta um satisfatório desempenho. 

 Modelo de duas equações mais validado/verificado. 

 

2.2.2. Realizável (Shih et al., 1995) 

 

Modelo mais recente, que possui como principais diferenças em relação ao modelo padrão a equação de transporte 

da taxa de dissipação de energia cinética turbulenta (𝜀) e a formulação da viscosidade turbulenta (𝜇𝑡). A equação de 

transporte da energia cinética turbulenta (𝑘) é semelhante a do modelo padrão, conforme a Eq. (9), e a equação de 

transporte da taxa de dissipação de energia cinética turbulenta (𝜀) é dada pela Eq. (10): 

 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝑘𝑢𝑖) =  
𝜕

𝜕𝑥𝑗

[(𝜇 +
𝜇𝑡

𝜎𝜀

)
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑗

] + 2𝜇𝑡𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 − 𝜌𝜀 (9) 

  

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜀) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝜀𝑢𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑗

[(𝜇 +
𝜇𝑡

𝜎𝜀

)
𝜕𝜀

𝜕𝑥𝑗

] + 𝜌𝐶1𝑆𝜀 − 𝜌𝐶2

𝜀2

𝑘 + √𝑣𝜀
 (10) 

 

Onde 𝐶1 = max[0,43;  𝜂/(𝜂 + 5)], com 𝜂 = 𝑆 𝑘 𝜀⁄  e 𝑆 = √2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 , e as constantes apresentam os seguintes valores: 

𝐶1𝜀 = 1,44; 𝐶2 = 1,9; 𝜎𝑘 = 1,0; 𝜎𝜀 = 1,2. 

A viscosidade turbulenta (𝜇𝑡) é calculada pela Eq. (6), com a constante 𝐶𝜇 sendo dada pela Eq. (11): 

 

𝐶𝜇 =
1

𝐴0 + 𝐴𝑠
𝑘𝑈∗

𝜀

 (11) 

 

Onde: 

 

𝑈∗ = √𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 + Ω̃𝑖𝑗Ω̃𝑖𝑗 (12) 

 

E: 

 

Ω̃𝑖𝑗 = Ω̅𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜔𝑘 (13) 

 

Onde Ω̅𝑖𝑗 é o valor médio do tensor taxa de rotação, visualizado em referencial de rotação com velocidade angular 𝜔𝑘, 

𝜀𝑖𝑗𝑘 é o tensor Levi-Civita, que corresponde à transformação de coordenadas, e as constantes da Eq. (11) são dadas por: 

𝐴0 = 4,04 e 𝐴𝑠 = √cos 𝜃. 

 

2.2.3. RNG (Yakhot et al., 1992) 
 

Desenvolvido utilizando técnicas estatísticas, pelo método de Grupo de Renormalização (RNG – Re-Normalisation 

Group), que foi usado para gerar um modelo de turbulência semelhante ao padrão, mas apresenta uma equação 

modificada para 𝜀, que tenta desenvolver diferentes escalas de movimento alterando o termo de produção. 

É uma teoria precisa e confiável que serve para uma ampla classe de escoamentos quando comparada ao modelo 

padrão. Suas equações são semelhantes com a do modelo padrão e são dadas pelas Eqs. (14) e (15): 

 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝑘𝑢𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑗

[(𝜇 +
𝜇𝑡

𝜎𝑘

)
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑗

] + 𝐺𝑘 − 𝜌𝜀 (14) 

  

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜀) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(𝜌𝜀𝑢𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑗

[(𝜇 +
𝜇𝑡

𝜎𝜀

)
𝜕𝜀

𝜕𝑥𝑗

] + 𝐶1𝜀

𝜀

𝑘
𝐺𝑘 − 𝐶2𝜀

∗ 𝜌
𝜀2

𝑘
 (15) 

 

Onde: 
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𝐶2𝜀
∗ = 𝐶2𝜀 +

𝑐𝜇𝜂3 (1 −
𝜂

𝜂0
)

1 + 𝛽𝜂2
 (16) 

 

Onde 𝜂 = 𝑆 𝑘 𝜀⁄ , 𝑆 = √2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 , a viscosidade turbulenta (𝜇𝑡) é calculada pela Eq. (6) e os valores das constantes são: 

𝐶1𝜀 = 1,42; 𝐶1𝜀 = 1,68; 𝐶𝜇  = 0,0845;  𝜎𝑘 = 0,7194; 𝜎𝑒 = 0,7194; 𝑛0 = 4,38;  𝛽 = 0,012. A principal diferença do 

modelo RNG para o padrão é um termo extra, que corresponde ao segundo termo do lado direito da Eq. (16). 

 

2.3. Procedimento numérico 

 

Para realização deste trabalho, foi realizada uma análise numérica utilizando o programa comercial de CFD ANSYS 

Fluent® Versão 18.0, que utiliza técnicas de elementos finitos nas quais o domínio é dividido em inúmeros volumes de 

controle infinitesimais e dentro de cada volume são resolvidas as equações governantes (ANSYS, 2013). O computador 

utilizado para as simulações possui sistema operacional Microsoft Windows® 7 de 64 bits, processador Intel® CoreTM 

i7-3700 de 3,4 GHz e memória RAM de 16 GB. 

O diâmetro do cilindro simulado é de 0,05 m, conforme apresentado na Fig. 1a. A malha computacional utilizada, 

denominada malha “fina”, foi gerada de forma automática pelo próprio programa, contendo 4823 nós e 4582 elementos, 
conforme Fig. 1b. A solução do acoplamento pressão-velocidade foi realizada pelo Método Semi-Implícito para 

Equações Acopladas à Pressão (SIMPLE – Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) (Patankar, 1980). As 

simulações foram realizadas para os três modelos de turbulência 𝑘 − 𝜀: padrão, realizável e RNG. Foram consideradas 

as seguintes hipóteses simplificadoras: 

 Escoamento em regime permanente. 

 Não interferência das paredes do volume de controle no escoamento do ar. 

 

Figura 1. Configurações das simulações:  

(a) dimensões do domínio de cálculo (Younis e Przulj, 2006; Pereira, 2010) e (b) malha computacional 

 

  
(a) (b) 

 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Os resultados obtidos foram calculados para um número de Reynolds de 27400, a fim de comparar com os valores 

médios de coeficiente de arrasto 𝐶̅𝐷 obtidos nos trabalhos de Younis e Przulj (2006) e de Pereira (2010), onde ambos 

utilizaram somente o modelo de turbulência 𝑘 − 𝜀 RNG. Os resultados obtidos no presente trabalho e dos outros da 

literatura são mostrados na Tab. 1. 

 

Tabela 1. Resultados dos valores médios de coeficiente de arrasto 𝐶̅𝐷 para um cilindro circular em um escoamento com 
número de Reynolds de 27400 

 

Modelo 𝒌 − 𝜺 Este trabalho Younis e Przulj (2006) Pereira (2010) 

Padrão 0,88 - - 

Realizável 0,80 - - 

RNG 0,82 0,987 0,459 

 

Na Tabela 1, todos os modelos de turbulência 𝑘 − 𝜀 (padrão, realizável e RNG) utilizados no presente estudo 

apresentaram resultados satisfatórios para os valores médios de coeficiente de arrasto 𝐶̅𝐷, quando comparados ao obtido 
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por Younis e Przulj (2006), e ainda foram mais próximos do que o obtido por Pereira (2010), entretanto, as diferenças 

no refinamento da malha computacional podem exercer grande influência nos resultados obtidos. 

A Figura 3 apresenta os campos de velocidades para os modelos de turbulência simulados no presente trabalho. Não 

sendo possível observar diferenças significativas por meio da visualização dos campos de velocidades (Fig. 3), os 

resultados mensuráveis para comparação ficam evidentes. 

 

Figura 3. Campos de velocidades obtidos pelos modelos de turbulência 𝑘 − 𝜀: (a) padrão; (b) realizável e (c) RNG 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 

4. CONCLUSÕES 

 

Neste trabalho foram realizadas simulações numéricas para um escoamento externo ao redor de um cilindro de 50 
mm de diâmetro utilizando o programa computacional de CFD ANSYS Fluent®. O objetivo foi de realizar uma 

avaliação da capacidade de três modelos de turbulência 𝑘 − 𝜀 (padrão, realizável e RNG) em prever o comportamento 

deste tipo de escoamento. 

O resultado obtido com o modelo padrão apresenta um valor médio do coeficiente de arrasto mais próximo ao 

obtido por Younis e Przulj (2006), no entanto, isto não o valida como o melhor modelo de turbulência dentre os 

analisados, pois as diferenças entre os modelos apresentaram pequenas variações, sendo a maior delas de 10%. 

Existem diversos fatores que podem influenciar nos resultados das simulações computacionais como: propriedades, 

superfícies dos materiais, características do escoamento e refinamento da malha. Isto demonstra a grande importância 

do correto modelamento do problema estudado e os diversos modelos disponíveis não se aplicam a qualquer caso sem 

um critério previamente estabelecido. 

Para os campos de velocidades, todos os modelos de turbulência 𝑘 − 𝜀 analisados apresentaram valores próximos, 

variando somente em algumas regiões do escoamento a depender do modelo. 

Outro fator que pode ser considerado para definir melhores modelos é a quantidades de iteração de cada um que são 

diretamente proporcionais ao tempo computacional do processo de simulação. Para problemas de alta complexidade o 

tempo de simulação é de grande importância podendo tornar até mesmo inviável o processo de simulação. Neste 

contexto, pode-se observar que os melhores resultados foram obtidos pelo modelo 𝑘 − 𝜀 realizável, que também 

possuiu a maior quantidade de iterações necessárias para convergir, no entanto o modelo 𝑘 − 𝜀 padrão apresentou 

resultados bem próximos e convergiu com menos da metade do número de iterações, sendo assim uma opção com bom 

custo-benefício para problemas de alta complexidade. 
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