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Resumo: Este trabalho tem por objetivo apresentar a modelagem matematica de um veiculo de duas rodas do tipo
péndulo invertido, considerando a zona morta de seus atuadores. Vislumbrando o projeto de um controlador para esse
sistema, uma modelagem matematica fiel ao comportamento do veiculo, torna-se imprescindivel. Sendo assim, para a
otimizacdo dos parametros do modelo utiliza-se a evolucdo diferencial devido & sua relativa simplicidade de
implementag&o, rapidez e maior facilidade em se alcancar o valor 6timo global em relagdo aos métodos classicos e
aos demais métodos evolutivos. Esse método, mostrou-se eficaz na minimizacéo do erro médio quadréatico associado
ao processo, obtendo uma taxa de ajuste do modelo aos dados experimentais de 93%.
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1. INTRODUCAO

Uma vez que as aplicagdes praticas demandam, cada vez mais, a¢des de controle capazes de atender a diversos
requisitos de desempenho com maior eficacia, o estudo de veiculos que apresentam o principio de funcionamento do
péndulo invertido torna-se de grande interesse. Devido sua dindmica ndo-linear, esse sistema permite a analise e a
validacdo de metodologias de controle e modelagem em uma planta com caracteristicas semelhantes a de um ambiente
real. (Pereira et al., 2016).

Y 0 X

€

Figura 1: llustracao de um veiculo de duas rodas do tipo péndulo invertido.

Os sistemas reais estdo sujeitos a existéncia de nao-linearidades em sua malha de controle, tais como saturacao,
folga e zona morta. Dentre essas caracteristicas a zona morta exerce forte influéncia no comportamento dindmico dos
mesmos, no que se refere a sua estabilizacdo e no aumento de sua amplitude de oscilacdo (Peng e Dubay, 2011). Essa
particularidade, é caracterizada por ser o intervalo em que a variagdo da entrada ndo exerce influéncia na resposta do
sistema. Sendo assim, ao considera-lo na modelagem final da planta, tem-se um modelo capaz de representar com maior
proximidade um sistema real.
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A evolucdo diferencial, algoritmo desenvolvido por Storn e Price (Storn e Price, 1996), é um método de
minimizacdo de funcles, podendo ser até ndo lineares e ndo diferenciaveis, que se mostra capaz de chegar ao valor
6timo global até mais facilmente e rapidamente que outros métodos classicos e heuristicos. Sua implementagdo é
relativamente simples, requer poucas variaveis de controle e ainda é robusto (Storn e Price, 1996)

2. MODELAGEM MATEMATICA DO VEICULO

Como referéncia para a modelagem matematica do veiculo de duas rodas do tipo péndulo invertido, utiliza-se
(Bonafilia et al., 2014). Sendo assim, segue abaixo a representacdo esquematica dos componentes do sistema, dada pela
Fig. 2a, a qual indica a posicdo de componentes, como o microprocessador, o acelerdmetro, o giroscopio, as rodas, 0s
motores e os encoders. A Fig. 2b refere-se ao circuito elétrico de seus motores, sendo R, L e u respectivamente a
resisténcia, a induténcia e a forga contraeletromotriz associadas a cada um dos motores.
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Figura 2: (a) Veiculo de duas rodas e (b) circuito elétrico dos motores (Bonafilia et al., 2014).

As Figs. 3a e 3b referem-se respectivamente aos diagramas de corpo livre (DCLs) da estrutura do veiculo e de suas
rodas, cujos pardmetros e variaveis serdo descritos pela Tab. 1 e pelos enunciados das equacgdes que se seguem.

(@) (b)
Figura 3: Diagramas de corpo livre (a) da estrutura do veiculo, e (b) das rodas (Bonafilia et al., 2014).

Segue, na Tab.1, a descricdo dos pardmetros envolvidos no sistema dindmico.
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Tabela 1: Parametros do sistema.

Parametro Descrigdo
M, Massa da estrutura do veiculo
M., Massa das rodas do veiculo
s Momento de inércia da estrutura do veiculo em relacdo ao seu centro de massa
T Momento de Inércia da roda em relagéo ao seu centro de massa
23 Raio das rodas
L, Distancia do eixo das rodas ao centro de massa do veiculo
K. Raz&o entre a for¢a contraeletromotriz gerada pelo motor e sua velocidade
K., Razéo entre o torque gerado pelo motor e sua corrente de armadura
23 Resisténcia elétrica dos motores
B Constante relacionada ao atrito viscoso dos motores
G Aceleracdo da gravidade

A modelagem do sistema dindmico é subdivida em 6 partes, sendo elas o subsistema elétrico, as rodas, a estrutura
do veiculo, a ligacdo entre a estrutura e a roda, a lineariza¢do do sistema resultante e a discretizacdo do modelo.
O subsistema elétrico tem sua modelagem iniciada a partir da Eq. (1), que descreve a forca contraeletromotriz ()

em funcdo da velocidade angular da roda ( &,,,) e da estrutura do veiculo (&,):

u, = K,(6,,—86,). )

O torque (T;) gerado pela passagem de corrente (£) na armadura do motor 1 é modelado através da Eq. (2):

Relaciona-se a tensdo (u) imposta aos terminais do motor & corrente (£) que passa pelo circuito através da Eq. (3):

. di
u—RL+L;+uE. @)
A partir das Egs. (1, 2 e 3) e através da manipulacdo matematica indicada pela Eq. (4), encerra-se a modelagem do
subsistema elétrico apds a determinacdo de uma nova expressao para o torque Ty, Eq. (5):
Ui, U K,

=t = (0, 6) ()

_ Kﬂ _KE'K."I"I. " _ "
Tl R u R [:5'1.-'. Ebj (5)

As equagdes do movimento das rodas sao determinadas utilizando-se da Segunda Lei de Newton-Euler. [, é o
momento de inércia da roda/eixo/motor, X, é a aceleracdo tangencial das rodas, F é a forca de atrito estatico
superficie/roda, T; € o torque de friccdo, em funcéo da velocidade angular da roda, e F; é a forga na diregdo horizontal
exercida pela estrutura a roda 1:

-

J’wéw = Tl —rF, — Tf' (6)

Mw:i:w = 'F; - Fi )
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X, =6_r (8)

As equacbes para a estrutura do veiculo sdo obtidas a partir da decomposicdo das forcas envolvidas na
movimentacdo do corpo do péndulo, dessa forma, a Eq. (9) é a representacdo matematica do movimento da estrutura do
veiculo na direcdo horizontal, sendo i a aceleragdo horizontal da estrutura do veiculo; a Eqg. (10) descreve o
movimento em torno do centro de massa, sendo F, a forca de reacdo na direcdo vertical exercida pelas rodas; e a Eq.
(11) modela o movimento perpendicular ao péndulo.

M, i, = (F, + F,) — M, L,,8,cos6, )
.6, = —(F, + F,)L, cosB, — (T + T,) + 2F, L, senf, + 2T, (10)
My%,cos8, = (F, + F,)cos6, — M,L, 6, — 2F,senf, + M, gsenb, (11)

A ligacdo matematica entre a estrutura do veiculo e as rodas é dada a partir da retirada da dependéncia das variaveis
Fi ¢ 3 , EQ. (2.43); e substituigéo da Eq. (2.41) na Eq. (2.42), gerando a Eq. (2.44), em que T e Tz 30 obtidos através

da Eq. (2.36) e Iy = (“__:

a A oo 2 . 2 2 2T

(J, + My L2 )8, = M, gL, senf, — M, ¥%,L, cos8, + 2T, — (T, + T;) (13)

Ao se impor *w = *» e sendo B =6, ¢ x=2%, onde ¥ 6 a posicdo do veiculo, * é sua velocidade de

translagdo, 6 é o0 angulo de elevacéo, B¢a variacdo do angulo de elevagéo no tempo, e X é a tensdo de alimentagéo dos
dois motores DC, obtém-se o modelo linearizado do veiculo de duas rodas do tipo péndulo invertido:

§=Af{+Bu (14)
em que:
E=[xx66]
o1 0 0
_ 0 CIM JGM —T'ﬂfM
A=l 0o o 1
0 Wu SM —T¥u

B=[0 ays, 0 vuysyl”

sendo
_ 2(Rb— Kol ) (Mp Loy + My vl +13)
M R2(fy R e Lo My + Ty My T2 L2 My My, 72 )+ Jp My 72)
ﬁ — L -rnJ"’fh g ?"
M= Tn(2he+My 72+ 2My v )+ 2y Loy My #2 L5 My My, r®
_ —2(Rb—K Ky ) 2hye #Mp 7 +2 M v + L My 7))
¥ = Rz (I B+ R Loy My + Jp My 72 #1238y My, 72 |+ ]y MyT2)
5. = Ly My gl 20+ Mpr+ 2M, )
M

2y hy 2Ry L My +J My +2 Jy My 72 +2 L5, My My, 7°
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Emnr
Sy = T o
: Rb—K_Kmn

Para que o modelo dindmico possa ser utilizado em simulagdes do funcionamento do mecanismo, a Eq. (14) é
discretizada considerando um segurador de ordem zero, da forma descrita a seguir:

$p+1 = Gép + Hup (15)

As matrizes & e H s3o determinadas pela expressdo:

G =edls

H=AYe'=—1)B

em que T:é0 tempo de amostragem e I'¢ a matriz identidade.
2.1. Zona Morta

De acordo com Peng e Dubay (2011), modela-se um atuador dotado de zona morta a partir da Eq. (16):

folu), uséd,

0, §,< u=< 5?,

folu), uz=d, (16)

b
I

Em que U ¢ a acdo de controle aplicada ao sistema, ¥ é a saida, f) e fo (u) séo fungdes que relacionam a agéo

de controle & saida do sistema e 0s pardmetros 1 e 9p determinam a amplitude da zona morta.

Os motores DC de um veiculo de duas rodas estdo submetidos ao efeito da zona morta, e no intuito de se adicionar
o efeito dessa ndo-linearidade na modelagem dindmica apresentada na Eq. (15), realiza-se uma simplificacdo do modelo
da Eq. (16). Dessa forma, a a¢do de controle percebida pela dindmica do sistema e utilizada como sinal de entrada na

Eq. (15), *«, é modelada a partir da Eq. (17):

Uy = 0, -6 < u) < +6
ul, ul = +4 (17)

0 0 o _
Uy, Uy = —0

o, . . . 5 .
em que Ui é a acdo de controle de fato aplicada nos motores do veiculo e © é a amplitude da zona morta do
mecanismo.

3. APLICACAO DO METODO DA EVOLUGCAO DIFERENCIAL NA IDENTIFICACAO DO MODELO
DINAMICO

Apo6s determinar as equagdes que regem o modelo dindmico, € necessario obter os parametros relacionados ao

mesmo, 0s quais se resumem aos especificados na Tab. 1, além da amplitude da zona morta E.A obtencdo dos

pardmetros é dada em duas etapas, sendo que a primeira consiste em estimar previamente 0s pardmetros mecanicos do

veiculo, e na segunda é realizado um refinamento dos mesmos e a estimativa dos parametros elétricos, ambos a partir da
evolucdo diferencial.

Na primeira etapa, 0s parametros My e My sfo estimados por meio de uma balangza, I' ¢ obtido a partir de uma

_ LCMM;

ré L i 3 5 ™ M M; o CM;

gua, “m - relacionado ao centro de massa da estrutura - é calculado pela equacéo My —emque Mie i

referem-se, respectivamente, a massa e posi¢do do centro de massa de cada um dos elementos que compdem o veiculo

-

1 7 7
Jw = EMW(TM:- +r }

Ji é calculado de forma analoga a Ly, sendo estimado através da equacao Jo=EM; (CM;-L)"
Na segunda etapa, utiliza-se o algoritmo de evolugdo diferencial com 80 individuos, nimero maximo de
iteracBes igual a 100, fator de perturbacdo igual a 0,4 e taxa de cruzamento unitaria. A funcdo objetivo adotada como

critério de minimizagio ¢ o erro médio quadratico MSE| Eq. (18):

com excecédo das rodas -, Jaw é estimado pela equacédo - sendo Tine 0 raio interno das rodas -, e
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MSE = G
e (18)

g,

em que fréo angulo de inclinacédo estimado pelo modelo e “expx é o valor do angulo obtido experimentalmente,

sendo Kmax 0 niimero total de observacoes.

No intuito de se estabilizar o veiculo de duas rodas, maximizar a sua amplitude de oscilacdo e consequentemente
permitir uma melhor estimacdo do modelo da planta, adota-se um controlador proporcional com ganho critico, o qual é
definindo como sendo o ganho necessario para levar o sistema a iminéncia da instabilidade. O valor do ganho critico é
obtido empiricamente através do aumento gradativo do valor do ganho até que o sistema se torne marginalmente
estavel.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

A Fig. 5a ilustra os dados utilizados para a obtencdo dos parametros (dados de trabalho) e na Fig. 5b sdo
apresentados os dados de validagdo do modelo, sendo que em ambas as figuras a curva obtida através do modelo esta
representada em azul, e em vermelho a curva relativa aos dados experimentais.
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Figura 5: (a) Dados de obtencéo e (b) validacdo do modelo.
A Fig. 6 apresenta a evolucdo de M5E com o passar das iteragdes e a Tab. 2 mostra o valor dos pardmetros que
foram obtidos no processo de identificacdo da planta. Ressalta-se que o processo de otimizacdo obteve taxa de ajuste do
modelo aos dados experimentais de 93%.

0.0261

0.0261¢ 1

0.0261¢ 1
L
o 0.0261} 1
=

0.0261¢ 1

0.0261¢ 1

N

0.0261; 20 40 60 80 100

lteracdo

Figura 6: Evolugdo do erro médio quadratico no tempo.
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Tabela 2: Valor dos Parametros do Processo.

Parametro Valor
My, 1,304 kg
M., 0,031 kg
Tv 0,00480 kgm2
T 0,00003 kgm2

>4 0,032 m
L. 0,0748 m
K, 0,3400 Vs/rad
K., 0,3373 Nm/A

23 0,93 Q

B 0,0001 Nms/rad

a 0,12V

5. CONCLUSOES

Os resultados apresentados através das Figs. 5 e 6, além do valor obtido para a taxa de ajuste do modelo dindmico
aos dados experimentais de 93%, indicam a eficicia do método da evolugéo diferencial em minimizar o erro médio
quadréatico MSE associado a0 processo de obtencdo do modelo. Os resultados também sugerem que o modelo
dinamico linearizado, analisado préximo ao ponto de equilibrio & = 0° & um bom estimador do comportamento da
dindmica da planta.

6. TRABALHOS FUTUROS

Uma vez que, tem-se 0 modelo do sistema bem definido, este pode ser utilizado para aplicacdo de diferentes
técnicas de controle, visando identificar as mais adequadas e eficazes.
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Abstract. This paper aims to present the mathematical modeling of a two-wheeled inverted pendulum vehicle,
considering its actuators dead zone. Glimpsing the system controller project, this modeling should be faithful to the
behavior of the vehicle. Therefore, the differential evolution was used for the model parameters optimization due to its
relative simplicity of implementation, speed and greater ease in reaching the global optimum value in relation to the
classic methods and other evolutionary methods. This method proved to be efficient in minimizing the mean squared
error associated with the process, obtaining a goodness of fit of 93%.
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