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Resumo: O trabalho do profissional que atua nas diferentes areas da engenharia resume-se na incessante busca pelo
aumento da produtividade e rendimento, e pela redugdo do impacto das restri¢des como, consumo, custo, peso sobre
os sistemas. Contudo, a solu¢do de problemas de engenharia na sua forma analitica e exata s6 é possivel para
sistemas muito simples, desta forma, sistemas mais complexos, que geralmente possuem vérias soluges, faz-se
necessario optar por procedimentos de aproximagdo numérica com preciséo aceitavel e métodos de otimizacéo para
determinar a melhor solugdo dentre as existentes. Neste estudo apresenta-se a modelagem de uma viga clbica com
extremidade em balanco modelada como um Unico elemento finito para obtencdo da energia potencial total a ser
minimizada pelo Método das Dire¢des Conjugadas de Powell com o intuito de obter a deflexdo e rotacdo maxima da
extremidade livre.
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1. INTRODUCAO

Mediante os desafios cotidianos no &mbito da engenharia, faz-se necessario o uso de um ferramental matemaético
adequado para auxiliar o0 engenheiro nestas tarefas, muitas vezes matematicamente ardua. Deste modo, estes
ferramentais caracterizam-se em procedimentos de aproximacdo numeérica com precisdo aceitavel e métodos de
otimizagao para determinar a melhor solucéo dentre as existentes® ® ©,

Neste trabalho a utilizagdo do método de Powell visa demonstrar uma perspectiva diferente na aplicacdo dos
métodos de otimizacdo, onde o objetivo transcende a otimizagdo de natureza geométrica e passa a ser a minimizagéo
e/ou maximizacdo de outros pardmetros, como deflexdo, resisténcia, rotagdo, de um sistema com forma determinada.
Portanto com o auxilio do Método dos Elementos Finitos pretende-se demonstrar uma forma alternativa de construir a
funcdo objetivo a ser minimizada pelo Método das Dire¢des Conjugadas de Powell para determinar a deflexdo e rotacdo
méaxima da extremidade livre de uma viga modelada como um Unico elemento finito.

2. OTIMIZACAO

Otimizacdo consiste em encontrar uma solu¢do ou um conjunto de solugdes étimas para uma determinada funcéo
ou conjunto de fungdes. A medida que o nimero de funcdes e o ndmero de variaveis aumentam a dificuldade em se
determinar o conjunto de solugdes 6timas também aumenta® ® ®,

E neste contexto que surge a necessidade de desenvolver técnicas matematicas e computacionais que refinem o
processo de otimizagdo, dado que este é amplamente utilizado para resolver problemas de engenharia.

Os algoritmos numéricos para solugdo de problemas de otimizacéo sdo essencialmente classificados em métodos de
programacdo matematica e métodos probabilisticos. Os métodos de programagdo matematica sdo classificados em
métodos de programacdo linear, programacdo ndo-linear e métodos baseados em teoria de aproximagcfes como
programacdo linear sequencial e programacdo quadratica sequencial. Por sua vez, os métodos de programacdo ndo-
linear s&o classificados em métodos para solucéo de problemas de otimizac&o sem restricéo e com restricio®®

A diferenca essencial dos métodos de programacdo matematica para os métodos probabilisticos é que os ultimos
procuram encontrar o minimo global do problema de otimizagdo evitando os minimos locais. JA os métodos de
programacdo matematica fornecem um minimo local.

2.1. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO NAO-LINEARES SEM RESTRICAO.
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Nessa sessdo sdo descritos problemas em que a funcéo objetivo e restricdes ndo sédo lineares em relagdo as varidveis
de projeto. A solucdo para estes problemas estdo divididos em métodos para a solucdo de problemas sem restricdo e
com restricéo.

Basicamente existem duas razdes para estudar métodos para solucdo de problemas sem restricdes. Primeiro porque
0s métodos para a solugdo de problemas com restricbes baseiam-se nos métodos para a solucdo de problemas sem
restriges; segundo porque existem métodos que convertem o problema com restrigdo num problema sem restricao para
depois resolvé-1o® ©),

Nos métodos de solugdo irrestritos a cada iteragdo procura-se inicialmente encontrar uma diregao (s,) a seguir que
reduza a funcéo objetivo. Uma vez obtida essa direcdo, decidem o quanto "andar" nessa direcdo (a). Através desse
procedimento, a cada passo, um problema de encontrar n variaveis (x) é reduzido a um problema de encontrar uma
variavel («), como descrito na Eq. (1).

x =xg+aso = f(x) = f(xo + asy) = f(a) 1)

Sendo x, 0 ponto inicial. O problema de encontrar a pode ser resolvido agora usando técnicas de minimizagéo de
uma fungdo com uma variavel que sdo de aplicacdo mais simples. Essa etapa é denominada busca unidimensional e
quando a direcdo s coincide com a dire¢do de um dos eixos coordenados é denominada busca univariada.

3. DEFLEXAO TRANSVERSAL EM VIGAS

Existem dois modelos principais de vigas, Euler-Bernoulli e Timoshenko. O modelo de Timoshenko considera que
as secdes transversais planas permanecem planas, mas ndo necessariamente perpendiculares ao eixo longitudinal da
viga”.

Ja 0 modelo Euler-Bernoulli considera que as sec¢des transversais mantém-se planas e normais ao eixo da barra
ap6s a deformacdo, ou seja, ndo é considerada a deformagao devida ao corte®.
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Figura 1. Deflex@o de uma viga em balanco.

Tendo como referéncia a Fig. 1, pode-se observar que devido ao carregamento concentrado P forma um curvatura,
no qual a porcéo superior fica tracionada e a porcéo inferior fica comprimida. A intensidade da curvatura desenvolvida
em uma dada secéo transversal depende diretamente do momento atuante na segao”.

Para cada ponto na coordenada x o deslocamento em y é dada por u(x). Assim a inclinacdo da viga, ponto a ponto,
dé-se pela derivada de u(x) e a curvatura da viga, também ponto a ponto, pode ser calculada pela derivada segunda de

u(x).

du
! = — = 2
u'(x) Ix tg 0 2
. d’u 1
u'(x) = rroi /—) (3)

A lei de Euler-Bernoulli afirma que o momento fletor M é inversamente proporcional ao raio de curvatura p da
curva produzida pela agdo do carregamento, onde E é o médulo de elasticidade longitudinal do material e I 0 momento
de inércia da secéo transversal em relacdo a linha neutra.

1 a2 M
1_du_M® )
p dx? El

4. PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL
Para a construcdo deste trabalho foi realizado aplicacdo dos métodos estudados por meio de um algoritmo
computacional com o intuito de determinar a deflexdo e rotacdo maxima da extremidade livre de uma viga modelada
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como um Unico elemento finito conforme esquematizado na Fig. 2. A viga foi assumida ser feita de aco com
comprimento L = 10[m], médulo de elasticidade E = 210 [GPa], a secdo transversal da viga é quadrada com
b = 0,5 [m], h = 0,5[m] e momente de inércia I = 5,2083 x 1073 [m*]. Por fim uma carga concentrada P =
5 [kN] na extremidade em balanco.
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Figura 2. Viga carregada com extremidade em balanco.
A utilizacdo do Método dos Elementos Finitos faz-se necesséario para o processo de modelagem do sistema e

equacionamento da energia potencial total da viga. A Fig. 3 mostra o esquema de um elemento de viga com dois nés e
quatro graus de liberdade.
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b

Figura 3: Elemento de viga com dois nos.

Assim fica claro que a fungdo objetivo a ser obtida sera uma funco com multiplas variaveis, é neste contexto que
surge a necessidade de aplicacdo do Método das Dire¢des Conjugadas de Powell que sugere um método conveniente de
otimizacdo sem restricdo que gera direcBes conjugadas linearmente independentes, ao passo que a fungdo a ser
minimizada é aproximada localmente por uma funcéo quadratica® ©.

O algoritmo de Powell é descrito abaixo:

1. Minimize f ao longo das direcdes coordenadas (busca univariada), iniciando em xX e gerando os pontos
x¥, ..., xX onde k é o nmero da iteragio;
2. ApoOs encerrar a busca univariada encontre o indice m correspondente a dire¢do em que a funcao
f apresenta o maior decréscimo indo de x% _, para x%;
3. Calcule a diregdo “padrdo” (soma de todos os movimentos univariados) e determine o valor de a que
minimize f tal que: x = x§ + asf;
1

FOE)-Fad™H 7 | x o . . 5
4. Sela| < |=5———=| entdo utilize as mesmas dire¢les para a proxima busca univariada. Se a equagao

Flfoma)—f o)
ndo for satisfeita, entdo substitua a m-ésima direcéo pela direcdo padréo s?;
5. Comece a nova busca univariada com as direcdes obtidas no passo 4, e repita os passos 2, 3, e 4 até que a
convergéncia seja atingida, ou seja: [|x&+t — x¥|| < e.

5. RESULTADOS E DISCUSSAO

A aplicacdo do MEF para o trecho de viga de comprimento L foi iniciada escrevendo uma funcdo aproximadora
polinomial de terceiro grau, onde, o nimero de termos é igual ao nimero de graus de liberdade (u,, 8, u,, 8,).

u(x) = a; + azx + azx? + a,x3 (5)

De acordo com a Eq. (5) é possivel obter os pontos nodais.
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u0) =u, =a;

du(0)
= 91 =a,
dx (6)
u(l) =u, = a; + a,L + azl? + a,L3
du(L) 5
dx = 92 = a2 + 2a3L + 3a4L
Solucionando o sistema de equagdes acima em fungdo de a; (i = 1, ... ,4).
ul0)=u, =aq
du(0)
= 91 =a,
dx (7)
u(l) =u, = a; + a,L + azl? + a,L3
du(L) 5
dx = 92 = a2 + 2a3L + 3a4L
Agora, substituindo os valores de a; na, Eg. (5), obtém-se a equacdo do deslocamento transversal no eixo y.
3uy 20, 3up; 0y ,  [2wg 01 2up  63] ,
e e 7 o A Rl L R PR 7 ®)
Simplificando a Eqg. (8) para colocar em evidencia os deslocamentos nodais, obtém-se:
1 3 2 3 1 3 2712 3 1 3 2
u(x) =L—3(2x -3x°L+ 13 )y +L—3(x L—2x*1* +xL? )0, +L—3(—2x +3x%L)u,
9)

1
+ L—3(x3 L—x*1%)6,

Desta forma, o descolamento transversal pode ser expresso matricialmente pela Eq. (10) onde [N] s&o as func@es de
forma da viga e {d¢} vetor dos deslocamentos nodais®®.

u(x) = [N[{a®} (10)
Uy
0
u@) =[Ny No Ny Ng] (11)
6,
1 3 2 3
N, =E(2x -3x*L+1%)
1
N, = L—3(x3 L—2x*1? +xL*) w2

1
N; = E(—sz’ +3x%L)
1
— 3 2
N, —L—3(x L—x*1?)
De acordo com o Principio da Minima Energia Potencial Total, a expressao para a energia de deformacéo de uma

viga, levando em consideracdo que deve satisfazer as condi¢Ges de uma viga de Euler-Bernoulli, que considera que as
secBes transversais retas permanecem planas e normais & tangente ao eixo fletido da viga, pode ser expressa como® @
4.

T= Wine — Wext (13)

El [t (d?u(x)\’
0

Como a viga foi considerada engastada em x = 0, 0s deslocamentos nodais no ponto 1 séo nulos, ou seja, u; = 0 e
6, = 0. Assim, inserindo a Eq. (9) na Eq. (14).
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El ) 212
= ﬁ(muz +46,%1% — 12u,6,L) + Pu, (15)

Agora, realizando um rearranjo, onde: f = 2IL3/EI; x; = u,; x, = 0,L e (2PL3)/El = 9142.8571 x 107
(constante), o problema inicial de elementos finitos agora passa a ser um problema de minimizacao da seguinte funcéo.

f = 12x,% + 4x,2 — 12x,x, + 9142.8571 X 10~6x, (16)

Neste caso sera utilizado o Método das Direcdes Conjugadas de Powell na solugdo do problema e para efeito de
comparacgdo o resultado analitico exato pode ser calculado diferenciando a funcéo objetivo em relacdo x; € x,, como
mostrado abaixo.

d

d_f = —12x, + 24x; +9142.8571 x 107°

d)}l a7
d_xz = 8X2 — 12X1

Resolvendo o sistema da Eq. (17) tem-se que os valores 6timos sdo x; = —0,0015 e x; = —0,0023.

Agora, para iniciar as iteragdes do método de Powell, foram utilizados os seguintes parametros iniciais: ponto
inicial xj = [-1/2 —1/2]7 e direcdo coordenadas s; =[1 0] es3 =[0 1]7. A Tab. 1 mostra os pontos obtidos
nas iteragdes ate se obter o resultado esperado.

Tabela 1. Resultados das iteragdes.

Pontos X1 X3
x5 -0,5 -0,5
Xt —0,2504 —0,5
X3 —0,2504 —0,3756
x& —0,2504 —-0,3756
xi —0,1882 —-0,3756
x5 —0,1882 —0,2823
x3 —0,0015 —-0,0023

Portanto, o resultado foi obtido ao final da segunda iteracéo, exatamente igual comparado ao calculado de forma
analitica. Agora, substituindo as coordenadas x3 = [—0,0015 —0,0023]7 nas equacdes abaixo foi possivel obter os
resultados para deflexdo maxima e rotacdo maxima da extremidade livre da viga.

u, = x; = —0,0015 [m] (18)
x, = 0,L = —0,0023 (19)
0, =2=- ""’1‘;23 = —0,00023[rad] ou 0,013 [°] (20)

Com o intuito de comparar os resultados e verificar a assertividade dos resultados a Tab. 2 confronta o resultado
exato obtido analiticamente com o resultado obtido através da otimizagdo da energia potencial da viga pelo Método de
Powell.

Tabela 2. Resultados da deflexdo maxima.

Método Deflexdo Max Diferenca

Analitico —1.5238095166667 [mm] -
Powell —1.5238095166654 [mm] —7.1433 x 107
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6. CONCLUSAO

Neste trabalho foi estudada uma diferente abordagem para solucdo de problemas de engenharia estrutural via
métodos de otimizacdo. Onde foi empregado um algoritmo baseado no Método das dire¢cdes Conjugadas de Powell que
apresentou excelentes resultados para o problema da viga engastada com extremidade em balanco, obtendo-se uma
precisao altamente satisfatoria comparada ao resultado analitico. Desta forma, conclui-se que o método proposto com
base no método de otimizagdo de Powell e no Método dos Elementos Finitos é bastante eficiente e confiavel.

Logo, fica fomentada a ideia de aplicar o conceito utilizado em outros problemas geometricamente mais
complexos, contudo implementando algoritmos de otimizag&o bio-inspirados para solu¢do de problemas de engenharia
estrutural, tais como: otimizacao topoldgica de estruturas e pecas mecanicas.
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APPLICATION OF THE POWELL METHOD TO DETERMINE THE
MAXIMUM DEFLECTION AND ROTATION OF A EULER-BERNOULLI
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Abstract.The professional’s work in the different areas of engineering condenses to the incessant search for increase
productivity, efficiency and income, by reducing the impact of constraints such as consumption, cost, and weight on
systems. However, the solution of engineering problems in its analytical and accurately is only possible for very simple
systems thus more complex systems generally have several solutions, it is necessary to opt for numerical approximation
procedures with acceptable accuracy and optmization methods to determine the best solution among the existing ones.
In this study it is present the modeling of a cubic beam with swinging end, modeled as a single finite element to obtain
the total potencial energy to be minimized by the Powell’s Conjugated Direction Method in order to obtain the
deflectionand maximum rotation of the free end.

Keywords: Finite Element Method, Optmization, Powell's Conjugated Direction Method.



