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Resumo: Neste estudo, obtemos uma solugdo analitica da equagdo de difusdo-advecgdo fraciondria para simular a
dispersdo de poluentes atmosféricos em uma camada limite planetdria verticalmente ndo-homogénea. Propomos o
método GILTT modificado para resolver o problema transformado com uma derivada fraciondria, resultando em uma
solugcdo mais geral. Os resultados do modelo foram comparados com um modelo gaussiano fraciondrio e demonstram
que, quando se considera um conjunto de dados experimentais em condigoes moderadamente instdveis, os modelos
com derivadas fraciondrias apresentam melhores resultados do que os modelos tradicionais de ordem inteira.

Palavras-chave: Dispersao de Poluentes, Camada Limite Planetdria. GILTT.
1. INTRODUCAO

O transporte de um poluente sob os efeitos combinados de difusdo e adveccdo é descrito pela equacdo de difusdo-
adveccdo, onde muitos processos fisicos podem ser modelados por esta equagdo. A poluicdo atmosférica causada por
efeitos naturais ou antropogénicos é um exemplo, a qual foi sistematicamente modelada por equacgdes diferenciais
tradicionais (ordem inteira) (Lin e Hildemann, 1997; Moreira et al., 2005a, b, 2009, 2014; Sharan ¢ Modani, 2006; Essa
et al., 2007; Tirabassi et al., 2008; Perez-Guerrero et al., 2012; Pimentel et al., 2014). No entanto, ha uma lacuna nas
solugdes analiticas de equacdes diferenciais de ordem fraciondria na literatura sobre dispersdo de poluentes
atmosféricos, onde o uso do cdlculo fraciondrio na modelagem da difusdo turbulenta € justificado pelo comportamento
ndo diferencidvel no problema e pela presenca da difusdo andmala. Desta forma, a literatura que utiliza métodos de
célculo fraciondrio de difusdo atmosférica é praticamente nula. Além disso, a literatura apresenta uma tendéncia no uso
de solucdes numéricas de equacdes diferenciais fraciondrias em vdrios problemas, entre eles a equagdo de Navier-
Stokes (Birajdar, 2014; Guo et al., 2015).

Neste contexto, Goulart et al. (2017) propuseram uma alternativa na compreensdo do processo de dispersdo
atmosférica modificando a estrutura matemadtica da equagdo difusdo-adveccio, introduzindo operadores fraciondrios nas
equagdes que regem a distribui¢do de contaminantes na atmosfera. Esta modificacio representa de forma mais realista a
evolucdo espacial da concentracdo de poluentes atmosféricos dispersos em um fluxo turbulento, resultando em uma
equagdo com derivada espacial fraciondria no termo advectivo, dada por:

0%y (x,2) o 9y (x2)

O<a<l (1)
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onde ¢, é a concentragdo integrada lateralmente, C representa a derivada de Caputo, (¢ representa a ordem do

operador espacial fraciondrio, 1t € a velocidade média longitudinal do vento e K é o coeficiente de difusdo vertical. A
equacdo (1) é a equagdo geral de difusdo-adveccdo fraciondria em estado estaciondrio que exibe o deslocamento
quadratico médio da lei de forca andmala (Goulart et al., 2017).

Neste trabalho, devido a modificacdo da estrutura matemdtica da equacdo tradicional de difusdo-advecgdo (Goulart
et al., 2017), propomos um avan¢o na compreensdo do processo de dispersido de poluentes atmosféricos com a obtencio
de uma solugdo analitica com a metodologia GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique), que agora
serd representada com a solucio da equagdo de difusdo-adveccdo fraciondria em problemas atmosféricos.

2. SOLUCAO USANDO ABORDAGEM FRACIONARIA

Neste trabalho, consideramos que # e K_ dependem da varidvel Z . Portanto, podemos escrever a equagio

(1) da seguinte maneira:
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0%, (x,z) 0 e, (x,2)
_— 2
u(z) e a(K() % J 2)

Assim, para resolver o problema representado na equacio (2) pelo método GILTT, a equagdo pode ser reescrita da
seguinte maneira:

%, _ 9, ¢, (9K )dc,
vy _9 3
u(z) ox* 9z © ox’ ( oz ) 0z ©
com as seguintes condi¢des de contorno:

k% g ,2=h (3a)

z aZ
k9 ,2=12, (3b)

f oz
¢, (x,y)=08(z—H,) ,x=0 (3¢)

onde /i é a altura da camada limite planetéaria (CLP), Z, ¢ o comprimento de rugosidade, Q) ¢ a taxa de emissdo e

J(.) é a funcio delta Dirac.
Seguindo a metodologia GILTT, agora podemos construir o problema associado a teoria de Sturm-Liouville:

Y ()+L¥(2)=0 . 0<z<h (4a)
¥ (2)=0 , 2=0,h (4b)

e este problema tem a solucgfo tradicional dada por:
‘Pi'(z) =cos(4,2) (4c)

onde os autovalores ﬂi e as autofuncdes ‘I’i(z) satisfazem a condi¢do de ortonormalidade. Portanto, assumindo as

considerac¢des acima, podemos escrever a formula inversa GILTT com a seguinte solugéo:

" o ¢ ()Y (2)
cy(x,2) =y s )
i=0 N,‘
Assim, ao inserir esta equagdo na equacio (3), obtemos:
= YD) W) (9K, e 0P (2)
”; N_l/z ; N_l/z +[az ; N_l/z ©)

i

Seguindo o formalismo GILTT, multiplicamos a equagdo (6) por e integramos em Z de zero a h(altura da

1/2
i

CLP):

= e (W (2) | (DA o) K.\,
— T NN j‘P‘Pd Z Ny l/zjK YW dz +Z NN mj( > j\y,-lyjdz ™
J 0

i=0

paraj=0, 1, 2, ... ,N. Por conveniéncia, é possivel reescrever a equagdo (7) na forma matricial, resultando:
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d%Y (x)
dx®

+FY(x)=0, x>0 O<a<l )

onde Y (x) ¢ um vetor, a matriz F é definida como F =B '.E ¢ @ é um ntmero real arbitrdrio. Neste ponto, é

importante notar que a novidade deste trabalho aparece aqui: o problema transformado com derivada fracionaria.

Assim, para resolver o problema representado pela equacdo (8), seguindo o formalismo GILTT, aplicamos a técnica
de transformada de Laplace na varidvel X .Lembramos que a transformada de Laplace de uma derivada fraciondria de
ordem ¢ ¢é dada pela férmula de Caputo, como segue:

L{fo(x)}: sYF(s)— Ss“’k"f(k>(0) n—l<a<n )
=0

onde § ¢ a varidvel transformada. Portanto, no nosso caso, temos o seguinte:
LD f(x)}= s*F(s) - s £(0) O<a<l (10

Assim, a equacdo (8) pode ser escrita como:

s?Y(s)=FY(s)=s*"Y, (11)
onde Y (S ) resulta da aplicag@o da transformada de Laplace, € a matriz F' pode ser escrita como:
F=XDX" (12)

onde D sdo os autovalores da matriz diagonal, X € a matriz das autofungdes, e X ¢ a inversa. Agora, colocando a
equacdo (12) na equacdo (11), resulta:

(s“7+x DX r(s)=5"Y, (13)
onde I € a matriz identidade. Assim, a equagdo (13) torna-se a seguinte:
X(s“7+ D)X 'Y(5)=s"Y, (14)
Logo,
x(s“71+D)"'x sy, (15)
Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na equacdo (15), temos:
a-1
Y(x) = XL ———{x Y, (16)
s“I+D

onde L' ¢ a transformada inversa de Laplace.
Em seguida, usando a teoria padrao para a transformada de Laplace, obtemos:

E,(~d,x%) 0 0
a-1 — a 17
) . . . .

0 0 o E,(=dyx%)

onde d; sdo os autovalores da matriz I, e E, é a fungdo de Mittag-Leffler dada por:

a - (_d,'xa)k
EeCda) =2 F iy

(18)
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Onde I'(.) é a fungdo Gamma. A fungdo de Mittag-Leffler é intrinseca 2 solugdo de equagdes com derivadas

fracionadas.
Finalmente, substituindo-se a equacdo (17) em (16), obtemos a seguinte solu¢do para o problema dado pela equacdo
(16):

E,(~d,x%) 0 0
“d %) ... (1,9)
vw-x| 0 ECEO 0
0 0 o E,(~d,x%)

Podemos observar prontamente que a solu¢io para o problema transformado dado pela equacdo (19) é mais geral, no
sentido de que ela retorna a solugdo GILTT tradicional ao assumir & =1.

3. RESULTADOS NUMERICOS

Para verificar a consisténcia fisica do modelo, este trabalho toma como base os dados experimentais tradicionais de
Copenhagen descritos no trabalho de Gryning e Lyck (2002). Este experimento é considerado de convec¢do moderada
(Pasquill e Smith, 1983).

Comparamos os resultados obtidos pelo modelo fraciondrio GILTT (aqui chamado & - GILTT) e o modelo
Gaussiano fraciondrio do trabalho de Goulart et al. (2017), chamado & - GM (Gaussian Model). Os dados
micrometeorolégicos utilizados nas simulagdes iniciais deste estudo sdo aqueles do experimento nove de Copenhagen,

com u, =0.75ms™" (velocidade de friccdo), w, =1.9ms ™" (velocidade convectiva), & =2090m (altura da CLP) e
L =-289m (comprimento de Monin-Obukov). Estes parimetros micrometeorolégicos podem ser obtidos a partir do

trabalho de Degrazia et al. (2001).
A Figura 1 mostra o grafico da concentracio integrada lateralmente, ao nivel do solo, em funcdo da distancia da

fonte. Observamos que a concentragdo gerada pelo modelo & - GILTT com @& = (.95 fornece os melhores resultados
com a parametrizagdo utilizada.
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Figura 1: Concentracdo integrada lateralmente como fungfo da distancia da fonte para diferentes valores de & :1.00, ¢ :0.95,
0.90 e 0.85 em comparagdo com os dados do experimento nove de Copenhagen.

No entanto, a concentragio para a distincia de 2100m foi melhor representada usando & =0.95 . O pardmetro &
ndo altera o valor da concentragdo de pico, que é um dos aspectos mais importantes no contexto da polui¢do do ar, mas
modifica sua posi¢ao.

Comparando este caso com o modelo GM, observamos que, para os pontos de coleta dos amostradores neste
experimento (2 a 6 km), os resultados sdo semelhantes, mas os resultados do modelo & - GILTT ainda sdo
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melhores. De fato, o modelo @ -GM mostra um pico muito maior do que o & - GILTT em distancias curtas, onde a
posicdo maxima da concentracio

Neste trabalho, propusemos e investigamos a sensibilidade de uma solug¢do analitica da equagdo de difusdo-
adveccdo fraciondria para estimar as concentracdes de poluentes na CLP. O modelo permite o uso de perfis de vento e
coeficientes de difusdo vertical realistas (fungdo da varidvel vertical z) em qualquer condi¢do de estabilidade
atmosférica, embora este trabalho mostre simulagdes em condi¢cdes moderadamente instaveis.

As simulacdes e comparacdes realizadas com um modelo de dispersdo Gaussiano sugerem melhores resultados
estatisticos para o modelo & - GILTT quando se utiliza a parametrizagdo proposta neste trabalho. No entanto, o
desempenho do modelo Gaussiano também apresenta resultados compardveis com os dados experimentais de
Copenhagen, os quais sdo apenas para concentragdes ao nivel do solo. No entanto, é importante mencionar que as
simulagdes sao muito diferentes para maiores alturas.

A solucgdo obtida € analitica, no sentido de que nenhuma aproximagao foi feita em sua derivacdo, além do fato de
que o problema transformado é resolvido pela inversdo analitica da transformada de Laplace, resultando em uma
solucdo mais geral com a introdugdo da fung¢do de Mittag-Leffler, a qual estd intrinsecamente associada a equagdes

fraciondrias. A solugdo do problema fraciondrio d4 a solugiio tradicional (ordem inteira) quando & =1.

Esperamos que, com a formulagdo mostrada neste trabalho, abrimos o caminho para atualizar a formulagdo GILTT
em simular a dispersdo de poluentes considerando a dispersdo andmala, que é um avanco importante nas ciéncias
atmosféricas. Devemos concentrar nossa futura aten¢@o nessa direcao.
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Abstract:

In this study, we obtain an analytical solution of the diffusion-fractional advection equation to simulate the dispersion
of atmospheric pollutants in a vertically non-homogeneous planetary boundary layer. We propose the modified GILTT
method to solve the transformed problem with a fractional derivative, resulting in a more general solution. The results
of the model were compared with a fractional Gaussian model and show that, when considering a set of experimental
data in moderately unstable conditions, fractional derivative models present better results than traditional full-order
models.
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