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Resumo: Neste trabalho é apresentado um estudo mostrando a modelagem e o controle de dois manipuladores robóticos 

cooperativos transportando uma carga em comum. Os dois manipuladores robóticos possuem dois graus de liberdade 

e juntas rotacionais. Um sistema deste tipo apresenta muitas vantagens em relação a um manipulador robótico 

individual, como transporte de cargas maiores, mais pesadas, destreza de movimentos intrincados, além de ter diversas 

aplicações. Trata-se de um sistema não-linear e, portanto, para um desempenho mais adequado tanto em regime 

transitório quanto em regime permanente, devem-se utilizar técnicas de controle mais avançadas. Foram propostas duas 

técnicas para o controle do sistema. A primeira técnica é o controle com estrutura variável e modos deslizantes e a 

segunda técnica é o controle SDRE (State-Dependent Riccati Equation). Para análise e verificação do desempenho das 

técnicas de controle, foram realizadas simulações com Matlab/Simulink. Analisando os resultados pode-se observar que 

o sistema robótico apresentou um bom desempenho com ambas as técnicas de controle, no entanto, o controle com 

estrutura variável e modos deslizantes apresentou melhor desempenho em regime transitório e permamente e melhor 

robustez. 
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1. INTRODUÇÃO  

 

Manipuladores Robóticos Cooperativos é uma área de pesquisa que tem recebido muita atenção dos pesquisadores 

na área de robótica há algum tempo (Yun e Kumar, 1991). Sistemas robóticos deste tipo consistem de dois ou mais 

manipuladores robóticos que transportam ou manipulam uma carga em comum cooperativamente (Ghariblu e Javanmard, 

2010). Atualmente a maioria das aplicações industriais e acadêmicas com manipuladores robóticos consistem de um 

manipulador robótico individual. Um sistema deste tipo apresenta muitas vantagens em relação a um manipulador 

robótico individual, como transporte de cargas maiores, mais pesadas e destreza de movimentos intrincados. Também 

existem várias aplicações para um sistema deste tipo como construção de estruturas, aplicações espaciais, submarinas, 

entre outras (Gheaieb, et al., 2007). Na Fig.1 é mostrado um exemplo deste sistema robótico. 

 

 
 

Figura 1. Dois manipuladores robóticos cooperativos (Deghat, et al., 2009). 

 



X Co ngr ess o  Na c io na l  de  E nge nhar ia  M ec â n ic a ,  20  a  24  de  ma io  de  2 01 8 ,  Sa lv ador  -  Ba h ia  

 
O sistema analisado neste trabalho considera dois manipuladores robóticos cooperativos com dois graus de liberdade 

e juntas rotacionais cada. Considera-se que o terminal efetuador dos manipuladores são apenas apoios, como mostrado 

na Fig.2. 

 

 
 

Figura 2. Manipuladores robóticos cooperativos com terminal efetuador na forma de apoios (Luo, et. al., 1993). 

 

Um sistema deste tipo, trata-se de um sistema não-linear e, portanto, para um desempenho mais adequado tanto em 

regime transitório quanto em regime permanente, devem-se utilizar técnicas de controle mais avançadas. Em (Deghat, et 

al., 2009), (Jean e Fu, 1993) e (Subbarao, et al., 2001) são utilizadas técnicas de controle adaptativas. Em (Yale e Agrawal, 

1998) utiliza-se a técnica de Lyapunov. Alguns trabalhos, como por exemplo (Ge, et al., 1998), são utilizadas técnicas 

inteligentes como redes neurais e Fuzzy. Em (Choi e Ro, 1994), utiliza-se um controle mestre/escravo, onde um dos 

manipuladores (mestre) realiza um controle de posição e o outro manipulador deve seguir o líder através de um controle 

de força. Neste trabalho são propostas duas técnicas para o controle do sistema. A primeira técnica é o controle com 

estrutura variável e modos deslizantes e a segunda técnica é o controle SDRE (State-Dependent Riccati Equation).  

 

2. MODELAGEM DO SISTEMA 

 
Integrando a modelagem dinâmica dos manipuladores robóticos individuais e de carga manipulada, pode-se obter a 

modelagem dinâmica do sistema completo. Há duas formas de se considerar o sistema para a realização da sua 

modelagem. Na primeira forma, o sistema é modelado com uma equação, onde temos como entrada os torques aplicados 

nas juntas rotacionais dos manipuladores robóticos e como saída a coordenada cartesiana da carga manipulada. Na 

segunda forma, o sistema é modelado com duas equações, uma para cada manipulador. Nestas equações temos como 

entrada os torques aplicados nas juntas rotacionais dos manipuladores robóticos e como saídas as coordenadas 

generalizadas do manipulador robótico ou ângulos de junta. Foram obtidos resultados com as duas formas e pode-se 

observar resultados bastante parecidos. Neste trabalho será mostrada apenas a primeira forma. 

A modelagem dinâmica de um manipulador robótico individual é dada por (Spong, et al., 2005): 

 

𝑀𝑖(𝑞̇𝑖)𝑞̈𝑖 + 𝐶𝑖(𝑞𝑖, 𝑞̇𝑖)𝑞̇𝑖 + 𝐺𝑖(𝑞𝑖) = 𝜏𝑖 + 𝐽𝑖
𝑇𝐹𝑖                                                                                                                  (1) 

 

onde qi são as coordenadas generalizadas do manipulador robótico ou ângulos de junta, Mi é a matriz de inércia, Ci é 

a matriz de termos Centrípetos e Coriolis, Gi é a matriz de termos gravitacionais, Ji é a matriz Jacobiana do manipulador, 

Fi são as forças de reação que a carga manipulada exerce no manipulador e τi são os torques de controle aplicados nas 

juntas dos manipuladores. O índice i indica o manipulador. No caso deste trabalho i = 1,2. 

A modelagem dinâmica da carga manipulada é dada por (Jean e Fu, 1993): 

 

𝑀0(𝑝0)𝑝̈0 + 𝐺0(𝑝0) = −𝐴1𝐹1 − 𝐴2𝐹2                                                                                                                              (2) 

 

no qual p0 são as coordenadas cartesianas planares do centro de massa da carga manipulada, M0 é a matriz de inércia 

da carga, G0 é a matriz de termos gravitacionais da carga, A1 e A2 são as matrizes Jacobianas da carga manipulada em 

relação a cada manipulador e F1 e F2 são as forças de reação que a carga exerce no manipulador, como descrito 

anteriormente. Aqui é importante notar o sinal negativo pois as forças são de reação. 

Considerando as Eqs. (1) e (2), as relações cinemáticas do sistema, e após uma série de manipulações algébricas que 

serão omitidas aqui, temos que a modelagem final do sistema é dada por:  

 

[𝑀0 + 𝐽1
−𝑇𝑀1𝐽1

−1 + 𝐽2
−𝑇𝑀2𝐽2

−1]𝑝0̈ + [𝐽1
−𝑇𝑀1𝐽1̇

−1 + 𝐽1
−𝑇𝐶1𝐽1

−1 + 𝐽2
−𝑇𝑀2𝐽2̇

−1 + 𝐽2
−𝑇𝐶2𝐽2

−1]𝑝0̇ + [𝐺0 + 𝐽1
−𝑇𝐺1 + 𝐽2

−𝑇𝐺2]𝑝0 =

𝐽1
−𝑇𝜏1 + 𝐽2

−𝑇𝜏2                                                                                                                                                                    (3) 
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3. TÉCNICAS DE CONTROLE 

 

Neste trabalho são propostas duas técnicas para o controle do sistema. A primeira técnica é o controle com estrutura 

variável e modos deslizantes e a segunda técnica é o controle SDRE (State-Dependent Riccati Equation). 

 

3.1. Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes 

 

O controle com estrutura variável e modos deslizantes consiste em um conjunto de leis de controle que variam de 

acordo com uma lógica de chaveamento de alta frequência em resposta às mudanças dos estados do sistema (Khalil, 

2002). O controle força a trajetória do sistema a se manter em uma superfície de chaveamento fazendo com que o sistema 

fique insensível a variação de certos parâmetros e distúrbios enquanto estiver na superfície de chaveamento (Utkin, 1977). 

Portanto é uma técnica de controle que tem como característica a robustez. Os modos deslizantes ocorrem quando o estado 

do sistema cruza repetidamente a superfície de chaveamento.  

Considere o sistema analisado representado em variáveis de estado: 

 

𝑋̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑋, 𝑢)                                                                                                                                                              (4) 

 

onde t é o tempo, X são os estados do sistema e u são as entradas de controle. 

A lei de controle com estrutura variável e modos deslizantes é dada por: 

 

𝑢(𝑡, 𝑋) = {
𝑢+(𝑡, 𝑋), 𝜎(𝑡, 𝑋) > 0

𝑢−(𝑡, 𝑋), 𝜎(𝑡, 𝑋) < 0
                                                                                                                                      (5) 

 

Onde σ(t,X) é a superfície de chaveamento.  

O procedimento de projeto consiste em duas etapas: determinar as superfícies de chaveamento σ(t,X) = 0 no espaço 

de estados, em que o controle é descontínuo e selecionar as funções de controle contínuas u+(t,X) e u-(t,X). 

 

3.2. Controle SDRE 

 

O controle SDRE (State-Dependent Riccati Equation) tem recebido bastante atenção da comunidade acadêmica na 

área de controle ao longo da última década (Çimen, 2008). Esta estratégia é bastante eficiente para a síntese de 

controladores não lineares com realimentação. A técnica de controle coloca o sistema não linear em uma (não única) 

estrutura linear que possui matrizes dependentes do estado e minimiza um índice de desempenho com estrutura quadrática 

(Kirk, 1970).    

Considere o sistema analisado representado em variáveis de estado na forma não-linear: 

 

𝑋̇ = 𝑓(𝑋) + 𝑔(𝑋)𝑢                                                                                                                                                           (6) 

 

O sistema é representado na forma linear: 

 

𝑋̇ = 𝐴(𝑋)𝑋 + 𝐵(𝑋)𝑈                                                                                                                                                       (7) 

 

Deve-se encontrar uma lei de controle sub-ótima dada por (Kirk, 1970): 

 

𝑈 = −𝑅−1(𝑋)𝐵𝑇(𝑋)𝑃(𝑋)𝑋                                                                                                                                             (8) 

 

que minimiza o índice de performance (Abdallah e Cerone, 1995): 

 

𝐽 = ∫ [𝑋𝑇(𝑡)𝑄(𝑋)𝑋(𝑡) + 𝑈𝑇(𝑡)𝑅(𝑋)𝑈(𝑡)]𝑑𝑡
∞

0
                                                                                                               (9) 

 

Essencialmente A(X), B(X), Q(X) e R(X) são parâmetros de projeto do sistema e encontramos P(X) resolvendo a 

equação algébrica de Riccati. Com P(X) a lei de controle pode ser obtida. O algoritmo, então, busca resolver, em um dado 

ponto no espaço de estados, uma equação algébrica de Riccati e dependente dos estados, por isso o nome SDRE (State-

Dependent Riccati Equation). O algoritmo é uma generalização do problema LQR (Linear Quadratic Regulator) (Abdallah 

e Cerone, 1995).   
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4. PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL 

 

Para análise e verificação do desempenho das técnicas de controle, foram realizadas simulações com 

Matlab/Simulink. O objetivo é implementar uma lei de controle que faça com que a carga transportada, partindo de uma 

posição inicial, atinja uma posição final desejada com o melhor desempenho em regime transitório e em regime 

permanente. Na Fig. 3, temos uma representação simplificada do sistema analisado. No cenário de simulação analisado, 

temos que a posição inicial do centro de massa da carga é p0inicial = (x0 = 0.15 m, y0 = 0.15 m), a posição final desejada do 

centro de massa da carga é p0final = (x0 = 0.25 m, y0 = 0.25 m) e θi = qi são as coordenadas generalizadas dos manipuladores 

robóticos ou ângulos de junta, onde i = 1,..,4. Como parâmetros de projeto temos que mi são as massas dos links, li são os 

tamanhos dos links, L é distância entre os manipuladores, m0 é a massa da carga, lc1 é a distância do centro de massa da 

carga ao terminal efetuador do manipulador 1 e lc2 é a distância do centro de massa da carga ao terminal efetuador do 

manipulador 2. No cenário de simulação consideramos que, m1 = m2 = m3 = m4 = 10 Kg, l1 = l2 = l3 = l4 = 0.2 m, L = 0.5 

m, m0 = 15 kg, lc1 = (0.05 m,0 m) e lc2  = (0.05 m,0 m). 

 

 
 

Figura 3. Representação simplificada do sistema analisado. 

 

5. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

Para analisar o comportamento do sistema foram implementadas as técnicas de controle com estrutura variável e 

modos deslizantes e SDRE (State-Dependent Riccati Equation), citadas anteriormente. Abaixo é mostrado o 

comportamento dinâmico da posição do centro de massa da carga transportada e das variáveis de junta para a aplicação 

das duas leis de controle nas Figs. 4 e 5. 
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Figura 4. Comportamento dinâmico da posição do centro de massa da carga transportada e das variáveis de 

junta para a aplicação da lei de controle com estrutura variável e modos deslizantes. 
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Figura 5. Comportamento dinâmico da posição do centro de massa da carga transportada e das variáveis de 

junta para a aplicação da lei de controle SDRE. 

 

Analisando os resultados pode-se observar que na maioria dos casos a referência foi atingida adequadamente, com 

exceção da coordenada y0 que teve um erro de regime permanente considerável com a aplicação do controle SDRE. 

Comparando as duas técnicas podemos perceber que a técnica de controle com estrutura variável e modos deslizantes 

apresentou um comportamento mais adequado tanto em regime transitório, com um tempo de acomodação um pouco 

menor, quanto em regime permanente, com um erro de regime permanente bem menor. A grande dificuldade encontrada 

no projeto do controle com SDRE foi a determinação das matrizes Q(X) e R(X) que otimizam e geram um melhor 

desempenho para o sistema. 

Além disso, foram realizadas simulações com a massa dos links e da carga aumentadas em 30% para se verificar a 

robustez das técnicas de controle. Essas simulações são mostradas nas Figs. 6 e 7.  
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Figura 6. Comportamento dinâmico da posição do centro de massa da carga transportada e das variáveis de 

junta para a aplicação da lei de controle com estrutura variável e modos deslizantes – massas dos links e da 

carga aumentadas em 30%.  

 

 



X Co ngr ess o  Na c io na l  de  E nge nhar ia  M ec â n ic a ,  20  a  24  de  ma io  de  2 01 8 ,  Sa lv ador  -  Ba h ia  

 

 

 
 

Figura 7. Comportamento dinâmico da posição do centro de massa da carga transportada e das variáveis de 

junta para a aplicação da lei de controle SDRE – massas dos links e da carga aumentadas em 30%. 

 

Pode-se observar que ambas as técnicas apresentaram uma boa robustez, no entanto, a técnica de controle com 

estrutura variável e modos deslizantes foi um pouco mais robusta à variação de parâmetros que a técnica de controle 

SDRE. Nas simulações com controle com estrutura variável e modos deslizantes praticamente não houveram variações, 

demonstrando a robustez da técnica. Nas simulações com controle SDRE pode-se observar algumas variações em regime 

transitório e permanente. 

 

6. CONCLUSÕES 

 

Neste trabalho é apresentado um estudo mostrando a modelagem e o controle de dois manipuladores robóticos 

cooperativos transportando uma carga em comum. Foram propostas as técnicas SDRE e controle com estrutura variável 

e modos deslizantes para o controle do sistema. Após a descrição, elaboração da modelagem e aplicação das técnicas de 

controle no ambiente de simulação do Matlab/Simulink, pode-se observar que as técnicas de controle descritas são opções 

adequadas para que o sistema robótico composto por dois manipuladores robóticos cooperativos possa transportar uma 

carga comum com um bom desempenho. No entanto, o controle com estrutura variável e modos deslizantes apresentou 

melhor desempenho em regime permanente e transitório e melhor robustez que o controle SDRE. 
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Abstract. In this work is presented a study concerning the modelling and control of two cooperative robotic manipulators 

transporting a common payload. The two manipulators have two degrees of freedom and rotational joints. A system like 

this presents many advantages in comparison with a single robotic manipulator, like transport of bigger and heavier 

payloads, dexterity in intricate moves, besides several applications. The system analyzed is nonlinear, therefore for a 

more adequate performance in transient state and steady state, we should use advanced control techniques. Two 

techniques were proposed to control the system. The first technique is variable structure with sliding mode control and 

the second technique is SDRE (State Dependent Riccati Equation) control. For analysis and verification of control 

techniques performance, were realized simulations with Matlab/Simulink. Analyzing the results, we can see that the 

robotic system presents a good performance with both control techniques, however, variable structure with sliding mode 

control presented best performance in transient and steady state and best robustness.   
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