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Resumo: A determinacdo das propriedades efetivas de um sélido ndo homogéneo por meio de expressdes analiticas
geralmente pressupde que o solido possui dimensdes infinitas. Em experimentos de laboratdrio, no entanto, corpos de
prova tém dimensdes finitas e €, portanto, de interesse verificar se tais expressoes fornecem valores precisos para as
constantes medidas experimentalmente. Este trabalho representa os esforcos iniciais do grupo nesta verifica¢do e na
obtencéo de propriedades efetivas de sélidos com microestrutura complexa, tais como o 0sso seco. Empregamos o

Método de Homogeneizagdo AssintGtica (MHA) para determinar a constante efetiva ¢, de um sélido elastico de

dimens0es infinitas contendo uma distribuicdo uniforme e periddica de furos cilindricos circulares. Empregamos
também o Método de Elementos Finitos (MEF) para determinar esta constante no caso de um corpo de prova
cilindrico de seccéo transversal quadrada contendo a mesma distribuicdo uniforme de furos longe do contorno deste
corpo. Ambos os sélidos possuem as mesmas propriedades elasticas e sd@o submetidos ao mesmo experimento de

cisalhamento antiplano. Mostramos gréaficos de c, versus a fragdo de area da parte vazia que permitem verificar o

bom acordo entre os valores obtidos via MHA e via MEF. O procedimento descrito neste trabalho fornece resultados
para as demais constantes elésticas efetivas do corpo de prova.

Palavras-chave: elasticidade linear, método de homogeneizagéo assintética, método dos elementos finitos, sélido
poroso, propriedade efetiva.

1. INTRODUCAO

O estudo do comportamento de s6lidos ndo homogéneos requer a determinacdo de propriedades efetivas por meio
de métodos experimentais, analiticos, computacionais, ou, de uma combinacdo destes métodos. Neste trabalho
empregamos o Método de Homogeneizacdo Assintética (MHA) e o Método de Elementos Finitos (MEF) para
determinar as propriedades efetivas de um solido elastico em equilibrio submetido a um carregamento mecéanico. No
caso do MHA, consideramos que o sdlido tem dimensdes infinitas e possui microestrutura constituida de duas fases
distribuidas uniformemente sobre todo o dominio do solido. Isto permite expandir a solu¢do do problema de equilibrio
correspondente em termos de uma série assintotica e obter problemas locais a partir dos quais os termos da série podem
ser calculados analiticamente no caso de s6lidos com microestrutura simples, ou, numericamente no caso de
microestrutura complexa. O processo de obtencdo das solugdes dos problemas locais fornece as propriedades efetivas
do sélido ndo homogéneo a partir das propriedades fisicas e geométricas de suas fases.

Neste trabalho consideramos que o s6lido possui uma distribuicdo uniforme e periddica de furos cilindricos
circulares em um meio elastico linear isotropico. Os cilindros estdo centrados em células unitarias de seccGes
transversais quadradas. Utilizamos resultados obtidos em Bravo-Castillero et al. (2009) para calcular analiticamente a

constante elastica efetiva c{f do sdlido. A seccdo transversal do solido esta ilustrada na Fig. 1. O procedimento

utilizado para o célculo desta constante pode ser empregado no célculo das demais constantes elasticas efetivas. O
procedimento pode ainda ser utilizado no calculo das constantes elasticas efetivas de um sélido com células unitarias de
diferentes secgdes transversais, tais como a hexagonal.

Uma vez que o sdlido utilizado na analise via MHA possui dimensdes infinitas e que experimentos de laboratério
sdo realizados em corpos de prova com dimensbes finitas, realizamos simula¢des numéricas via MEF destes
experimentos e calculamos numericamente a constante elastica efetiva mencionada acima. O experimento numérico que
fornece esta constante consiste no cisalhamento antiplano de um cilindro reto de seccéo transversal quadrada contendo a
mesma distribuicdo uniforme de células unitarias do sélido infinito. A seccéo transversal do s6lido esta ilustrada na Fig.
2. O material deste corpo de prova também é elastico linear e isotropico.
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Comparac6es de resultados obtidos analiticamente com resultados numéricos sdo relatadas na literatura. Em Michel
et al. (1999) os autores resolvem os casos de distribuicdes periddicas de células quadrada e hexagonal via fungdes
explicitas de Green e comparam estas solugdes com solucGes aproximadas obtidas via MEF e via Transformada Répida
de Fourier (TRF). Estes autores observam que quando as fases sdo elasticas e lineares e as diferencas de propriedades
entre as fases ndo sdo muito grandes a TRF é muito mais rdpida computacionalmente do que o MEF. No entanto,
quando as diferencas de propriedades entre as fases sdo grandes, ou, tendem a casos limites, tais como os casos de
inclusdes rigidas, ou, de vazios, a TRF nao produz resultados convergentes. Em Drago et al. (2008) os autores obtém
expressdes fechadas para os mddulos efetivos de materiais heterogéneos refor¢cados com fibras unidirecionais em
termos de matrizes de concentracdo de deformagdo de Hill sujeitos a combinacdes de carregamentos arbitrarios em
células periodicas retangulares e quadradas. Esses autores comparam as solugGes obtidas analiticamente com as
solugdes obtidas via MEF e encontram boa concordancia entre elas, principalmente na reproducdo dos campos de
deslocamento locais por meio de séries de Fourier. Em Wang e Pindera (2016b), os autores estendem os métodos
apresentados em Drago et al. (2008), para fases isotrépicas, e em Wang e Pindera (2016a), para fases transversalmente
isotropicas, na investigacdo de compdsitos contendo fibras revestidas. Para modelar uma matriz contendo vazios, 0s
autores adotam valores muitos pequenos para 0os mddulos elésticos das fibras. Nosso trabalho diferencia-se dos
trabalhos mencionados acima por considerar condi¢Bes impostas no contorno do sélido, em vez de condi¢des periddicas
nas células. Desejamos, desta maneira, simular computacionalmente experimentos realizados em laboratério e verificar
a concordancia entre resultados obtidos analiticamente para solidos infinitos e computacionalmente para sélidos finitos.

Na Secao 2 apresentamos a formulacdo do problema antiplano em um meio elastico linear de dimensdes infinitas e

utilizamos esta formulag&o juntamente com o MHA para calcular a constante efetiva cff . Na Segdo 3 consideramos que

0 meio elastico linear é finito e utilizamos a analogia do problema elastico a um problema de conducdo de calor em
regime estacionario para formular o problema que desejamos resolver numericamente utilizando pacote comercial de
elementos finitos. Na Secdo 4 comparamos os resultados numéricos obtidos via MHA e via MEF. Na Se¢do 5
apresentamos conclusdes deste trabalho.

2. FORMULAGAO DO PROBLEMA

Considere que um solido eléstico linear e isotropico tem dimensdes infinitas e possui uma distribui¢do uniforme e
periddica de furos cilindricos circulares centrados em células unitarias de seccfes transversais quadradas. Em relacdo a
um sistema de coordenadas cartesianas (X, X,,X,) com origem em um ponto fixo O, o0s eixos dos furos séo paralelos

ao eixo de coordenadas Ox, e a sec¢do transversal da regido ocupada pelo s6lido em uma configuracéo néo deformada
livre de tensdo e paralela ao plano xx, . Esta secgdo transversal juntamente com a sec¢do transversal da célula unitaria

guadrada estdo ilustradas na Fig. 1, em que M e Y correspondem as partes do solido sem furos e R e T
correspondem ao raio e ao contorno do furo na célula, respectivamente.

'
W
Y

Figura 1. Sélido com distribuicdo periddica de células quadradas contendo furos cilindricos circulares. Figura
adaptada de Bravo-Castillero et al. (2009).

O s6lido esta em equilibrio na auséncia de forca de corpo e esta sujeito a um carregamento ortogonal ao plano x,x,
no infinito. Admitimos, portanto, que as componentes u,,i=1,2,3, do campo de deslocamento u:M — R® em
relagdo ao sistema de coordenadas (x,,X,,X,) sejam da forma u, =u, =0 e u=u, =u,(x,X,). Substituindo estas

L 1(ou ou; | . . N .
componentes nas relagdes cinematicas &; =~ a—'+a—J 1, J=12,3, e as expressOes resultantes na lei de Hooke
X OX
]

generalizada para materiais isotropicos, obtemos que as Unicas componentes ndo nulas do tensor tensdo sdo dadas por
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ou ou x A - x S .
Oy =Cyy v O3 =Cq & em que c,, =c,, Sdo constantes elasticas, e que a Unica equagéo de equilibrio ndo nula é
2
00y, 00, . . L ) )
dada por —= +—==0. Obtemos das expressdes acima que a equacao diferencial governante é dada por
2
ou ou
AUE—+-—=0 em M, )
X,  OX,

emque A, éo operador de Laplace bidimensional.

As paredes dos furos estdo livres de tenséo, ou seja, o, N, +o,, N, =0 sobre Q, emque Q € a unido de todos os
contornos dos furos e n,,i=12, sdo as componentes do versor normal n a uma parede do furo. Segue do exposto
acima que as condi¢des nas paredes dos furos sdo dadas por

n-VXuénla—u+n26—u:0 sobre Q, (2)
X, OX,

em que V, € o operador gradiente bidimensional. O problema antiplano definido em M consiste em achar o

deslocamento u: M — R que satisfaca a equagdo de equilibrio Eq. (1), a condigéo de paredes dos furos livres de tenséo
Eqg. (2) e condicbes de periodicidade sobre o contorno de M no infinito.

Introduzimos agora um pardmetro geométrico pequeno & que relaciona as escalas global, representada por
X =(X,X,), e local, representada por y =(y,,Y,), de modo que y =x/¢, e expandimos a solugdo u em uma série de
poténcias de ¢ na forma

2..(2)

U (x) =u® (x)+eu® (x,y)+&u? (x,y)+--, )

em que as fungdes u®,u® ..., sdo Y —periodicas, i.e., sdo periédicas com respeito a variavel y e diferenciaveis até
segunda ordem em relaco a esta variavel. Estas fungdes juntamente com u® também sdo diferenciaveis até segunda
ordem em relagdo a x . Substituindo a Eg. (3) na Eg. (1) e Eq. (2), isolando termos que multiplicam poténcias de ¢ e
igualando estes termos a zero, obtemos uma sequéncia recorrente de problemas para a determinacdo de
u®, u® u®, ... No processo de resolucio destes problemas aplicamos sucessivamente o método de separacdo de
variaveis e obtemos equagdes que dependem exclusivamente da varidvel y, o que nos permite definir problemas locais,
0s quais estdo definidos na célula periddica Y. Detalhes sobre a formulagdo destes problemas no contexto da
piezoeletricidade encontram-se em Aguiar et al. (2013).

Um dos problemas locais referidos acima, que nos permite calcular a constante elastica efetiva de interesse, consiste
em encontrar a fungcdo U :Y — R que satisfaga o sistema de equacbes

AU =0 emY, 4)
uU,n, =-n sobre T, (5)
(U)=no, (6)

em que <U>éjF(y)dy/|Y| e |Y| éaareade Y. Seguindo o procedimento apresentado em Bravo-Castillero et al.
Y

(2009), buscamos uma solugdo do problema Eq. (4)-Eq. (6) na classe das fun¢des harménicas duplamente periddicas
tendo a forma

U@) =Ra (@) -z2]+ 3 a V@) k-0, (7)

k=3,

&

emque z=y,+iy, é uma varidvel complexa, a , k =3,5,7,..., sdo coeficientes a determinar, £(z) e ¢ (z) sdo as
funcbes quase periodicas zeta de Weierstrass e suas k-ésimas derivadas de periodos @, =1 e @, =i e R{-} é a parte
real do argumento.
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Ainda segundo o procedimento apresentado em Bravo-Castillero et al. (2009), o médulo efetivo é dado por

Cas = (Caa) + Cua (Uon), (8)
em que
<U ,1> = (7Z'R2 —27ra1). 9)

O coeficiente a, em (9) é solugéo do sistema infinito

0

a =R¥[(1-7a)do, + >, amnu,] para I=13,..., (10)

k=1,35.,...

emque R € o raio do furo cilindrico circular ilustrado na Fig. 1, ¢, € o delta de Kronecker e

My :_C|l+l—1sk+l’ Ska = Z ﬁr;:_l para k+1> 2,
\m\T\hTto

k!

N(k=1)r

As séries S, ,, sdo nulas quando k +1 n&o é daforma 4t para t=123,....
Para obter uma expressdo fechada de a,, utilizamos o fato de 7, serem nulas quando S, sdo nulas, e

decompomos o sistema infinito na Eq. (10) tomando 1=1, 1=4s-1 e | =4s+1, sucessivamente, para s=12,3,....
Resolvemos os trés sistemas infinitos resultantes e chegamos a expressao

B, =M +nw, para mn=0,+1+2.. C, =

RZ
1A -VIM

a (11)

emque A, = R® éa fragdo de area da parte vazia e, para o caso de uma distribuicdo de células quadradas considerado
neste trabalho,

V, =V (0,), M, =M, (m,)e V,=V,(a) (12)

p

s80 vetores e matrizes de dimenséo infinita e
8s 8s < 8i ~
@y = RNy 45190 Mg =S4 45y — R Z R¥%atr aivnain asyr @ =Maayy  HS=123,...

i=1

Substituindo a Eq. (11) na Eq. (9) e a expressao resultante na Eq. (8), obtemos a expressao

cih =Cu (1-2A,K°), (13)
em que
K° L (14)

T1HA-VIMV

Para obter valores numéricos da Eq. (13) juntamente com a Eq. (14), consideramos dimensGes finitas para os
vetores e matrizes na Eq. (12).

3. PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL

A constante efetiva calculada na sego anterior, c,, refere-se a um s6lido de dimensdes infinitas contendo uma

distribuicdo uniforme de furos cilindricos circulares. Nesta se¢cdo simulamos numericamente o cisalnamento antiplano
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de um corpo de prova cilindrico de seccdo transversal quadrada contendo a mesma distribuicdo uniforme de furos
cilindricos circulares e determinamos a constante efetiva correspondente. A seccdo transversal do solido esté ilustrada

na Fig. 2. O material do corpo de prova é elastico linear e isotropico com as mesmas constantes elésticas do soélido de
dimensdes infinitas.

A equacdo diferencial governante e a condigdo de contorno sobre as paredes dos furos tém a mesma forma da
Ea. (1) e Eq. (2), respectivamente. Aqui, no entanto, M e Q s8o substituidos por, respectivamente, M. e Q., em

que M, estd ilustrado na Fig. 2 e Q. é a uniéo de todos os contornos dos furos. Sobre o contorno externo do corpo de
prova, oM., impomos as condigOes ilustradas na Fig. 2, em que L ¢é o comprimento do lado da secgdo transversal
quadrada do corpo de prova, n é o vetor normal ao contorno exterior do corpo de provae O representa a dire¢do do
deslocamento T imposto sobre W — oM. e na diregdo normal ao plano XX, .

X5 0
_— L i Mc
. Y2
| n-qu =0 A Y
\ =0 u=u | ,
| \'lJ -—
~ » Y1
Y . _
. n-qu =0 X
."}'MC.

Figura 2: Seccéo transversal de corpo de prova cilindrico contendo distribui¢do uniforme de furos cilindricos
circulares.

Para resolver numericamente o problema de equilibrio descrito acima, observamos que o mesmo é anélogo ao
problema de conducéo de calor em regime estacionario, o qual consiste em achar o campo de temperatura T : M. >R
que satisfaca

A, T=0 em M, (15)
n-v.T=0 sobre Q, (16)
T=T sobre ¥, 17)

emque A, e V, séo os operadores de Laplace e gradiente introduzidos na Eq. (1) e Eq. (2), respectivamente, e oM é
o0 contorno externo de M, . Utilizamos o pacote comercial de elementos finitos COMSOL 4.4® para obter solugdes

aproximadas das Eq. (15)-Eqg. (17). O campo de temperatura T é aproximado por elementos finitos triangulares
quadréticos.

Uma vez obtida a solugdo aproximada do problema térmico para uma dada discretizagdo, associamos a temperatura
T ao deslocamento u e a condutividade k & constante elastica c,,. Assim, a constante efetiva c;f é determinada da
expressao

o Ln-VXdez
Caa :T: (18)
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em que Lln-Vdexz e T sho, respectivamente, o fluxo de calor e a temperatura imposta sobre ¥ e adotamos

c,, =1 GPa para o material do sélido poroso.
4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Na Fig. 3 mostramos gréaficos da constante efetiva c;|, em GPa, versus fracdo de area da parte vazia A, obtidos via

MHA, por meio da Eg. (13) e Eq. (14), e via MEF para L =1, conforme ilustrado na Fig. 2, e para um nimero crescente
de células periddicas (CP) no sélido, partindo de uma Unica célula, 1CP, até o nimero de quatrocentas células
periddicas, 400CP. Observamos boa concordancia entre as diferentes curvas até proximo do limite em que as paredes
dos furos tocam umas as outras. No caso de células com secgdo transversal quadrada tratado neste trabalho, este limite é
0.7853.

1 T T T T T T T
—O— AHM
09 —FEM 1CP -
%* FEM 4CP
%* FEM 25CP
0.8 FEM 100CP | 7
- EEM 2936R
07k —¥— FEM 400CP | |
06
003 05F
04
031
0.2
01
O 1
0 01

Figura 3: Curvas c; versus concentragdo de area A, para solidos com distribuicgo periodica de células
guadradas contendo furos cilindricos circulares.

5. CONCLUSAO

Apresentamos resultados analiticos e numéricos relacionados ao célculo da constante elstica efetiva cg; de um
solido contendo uma distribuicdo uniforme de furos cilindricos circulares em um meio elastico linear isotropico. Os
cilindros estdo centrados em células unitérias de sec¢des transversais quadradas. Os resultados analiticos foram obtidos
para um sélido de dimensdes infinitas via MHA e os resultados numéricos foram obtidos para um sdlido de seccdo
transversal quadrada via MEF. Os graficos de ¢, versus concentragio de area A, para L =1 e diferentes distribuicdes
de células periddicas com secgdes transversais quadradas indicam que os calculos analiticos e numéricos estdo de muito
bom acordo entre si.

Este trabalho representa os esforgos iniciais do grupo para o calculo de constantes efetivas de sélidos nao
homogéneos utilizando métodos analiticos, computacionais e experimentais.
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Abstract. The determination of the effective properties of a nonhomogeneous solid using analytical expressions is
usually based on the assumption that the solid has infinite dimensions. In laboratory experiments, however, samples
have finite dimensions. Here, we are interested in verifying whether the analytical expressions provide accurate values
for the constants measured in laboratory. This work represents the initial efforts of the group in this verification and in
obtaining effective properties of solids with complex microstructure, such as dry bone. We use the Asymptotic
Homogenization Method (AHM) to determine the effective shear constant ¢, of an elastic solid with infinite

dimensions containing a uniform and periodic distribution of circular cylindrical holes. We also use the Finite Element
Method (FEM) to determine this constant in the case of a finite cylindrical specimen of square cross-section containing
the same uniform distribution of holes away from its boundary. Both solids have the same elastic properties and they

are subjected to similar anti-plane shear experiments. We show graphs of c, versus the void area fraction that allow

verifying the good agreement between the values obtained via AHM and via FEM. The procedure described in this
work can be used to obtain values for the other effective elastic constants of the specimen.

Keywords: linear elasticity, asymptotic homogenization method, finite element method, porous solid, effective property.



