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Resumo: A proposta deste projeto consiste, basicamente, na construcdo e avaliacdo de um modelo fisico-matemético
para um sistema mecanico com o uso de material viscoelastico, bem como a implementacdo matematica-
computacional de uma rotina inversa baseada no Método de Evolugdo Diferencial para determinacdo de parametros
desse modelo. Assim, 0 projeto engloba a resolu¢do dos problemas direto e inverso associados. Com intuito de
verificar a importancia e a aplicabilidade dos materiais viscoelasticos na atenuagédo de vibragBes mecanicas, 0
problema direto contempla, também, a modelagem do sistema mecanico sem o amortecimento viscoelastico,
permitindo a comparacéo entre 0s comportamentos resultantes das duas abordagens. Com os modelos devidamente
formulados, a estimativa dos parametros pode ser realizada atraves da simulacéo de dados experimentais e do método
de otimizac&o Evolucdo Diferencial, a fim de validar a metodologia adotada e caracterizar o material viscoelastico .
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Diferencial.

1. INTRODUCAO

A analise e predicdo do comportamento dindmico de sistemas mecanicos, em especial 0 movimento vibratorio, sao
questbes fundamentais na engenharia moderna (Silva, 2007). O movimento vibratério pode comprometer a
funcionalidade, o desempenho e até mesmo a integridade dos componentes estruturais. Além disso, um desconforto
subjetivo, resultante de uma exposicao direta a propria vibracdo estrutural, ou a ruidos por ela gerados, pode também ser
experimentado.

Com o desenvolvimento de estruturas cada vez mais complexas e a defini¢cdo de indices de desempenho mais
sofisticados, a anélise, o controle e o isolamento de vibragdes tém se tornado um desafio crescente para projetistas e
engenheiros (Pedroso, 2007).

Os materiais viscoelasticos sdéo comumente adicionados em estruturas e equipamentos com o intuito de aumentar o
amortecimento, pois possuem uma alta capacidade dissipativa e, consequentemente, diminuem 0s niveis de vibragdo e
ruido. Na literatura especializada, encontram-se indmeras aplicacdes dos materiais viscoelasticos em estruturas civis
(Dos Santos, 2003), mecéanicas (Dos Santos, 2007) e aeroespaciais (Rao, 2003). Como exemplos da utilizacdo de
amortecedores viscoelasticos em estruturas civis, objetivando um aumento de amortecimento, tém-se os edificios World
Trade Center, Columbia SeaFirts e Two Union Square Building (Mahmoodi, 1969; Soong, 1997).

Os materiais viscoelasticos possuem propriedades que variam com a frequéncia e temperatura. Portanto, para
andlise e sintese de sistemas com amortecimento viscoelastico, torna-se necessario a consideracdo de um modelo
acurado que leve em consideragdo o comportamento do material quando submetido a carregamentos dindmicos
(Lewandowski e Pawlak, 2011). Na literatura, diversos modelos sdo propostos para a modelagem matemaética de
materiais viscoelasticos (Park, 2001; Bagley, 1983), como por exemplo, os modelos de Maxwell (Hatada, T. et al.,
2000; Zhang, W. S. e Xu, Y. L., 2000) e de Kelvin-Voigt (Park et al., 2004).

Para esse projeto ndo foi possivel a construgdo de um protétipo, desta forma a analise do comportamento dinamico
do sistema estudado sera realizado através de simulagGes computacionais. Sendo assim, para uma analise acurada do
sistema mecanico utilizando material viscoelastico e para verificagdo da sua eficacia como fonte de amortecimento,
foram necessarias a modelagem e a caracterizagdo deste material.

Dentro desse contexto, a modelagem do material viscoelastico foi realizada considerando-se 0 modelo de Biot (ou
deslocamento anelastico) e sua caracterizacdo foi através da resolucdo de um problema inverso de estimacdo de
parametros, por meio do método de otimizacdo Evolugdo Diferencial.
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2. DESENVOLVIENTO E FORMULACAO MATEMATICA
2.1. Problema Direto

2.1.1. Sistema Mecénico com Amortecimento Proporcional

Considere um sistema mecanico de dois graus de liberdade com amortecimento proporcional, onde o seu
comportamento dindmico pode ser descrito por um sistema equivalente, do tipo massa-mola-amortecedor, como ilustra

a representagdo esquematica da Fig. 1.
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Figura 1. Sistema elastico massa-mola-amortecedor com dois graus de liberdade

No sistema ilustrado acima, m, e m, representam as massas pontuais do bloco 1 do bloco 2, respectivamente; k, e

k, séo constantes de rigidez elastica; d, e d, sdo constantes de amortecimento viscoso; y, e Y, sdo as coordenadas

que descrevem o movimento do bloco 1 e do bloco 2, respectivamente, e f e f, sdo carregamentos externos.

Para a obtengdo da equagdo de movimento que governa o comportamento dindmico do sistema, foram utilizados

diagramas de corpo de livre para o bloco 1 e bloco 2, e apds manipulagGes mateméticas tem-se a seguinte equago:

My + Dy + Ky = f

onde M, De K sdo as matrizes de massa, de amortecimento e de rigidez, respectivamente, e sdo dadas por:

2.1.2. Sistema Mecanico com Amortecimento Viscoelastico

M

)

®)

(4)

®)

Para que possamos representar a dinamica do material viscoelastico, adota-se 0 modelo de varidveis internas de
Biot, modelo que satisfaz todas as restrigdes impostas pela Termodindmica de processos irreversiveis.
Considere um sistema mecanico de dois graus de liberdade com amortecimento viscoelastico, onde o seu
comportamento dindmico pode ser descrito por um sistema equivalente, do tipo massa-mola-amortecedor, como ilustra

a representacdo esquematica da Fig. 2.
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Figura 2. Sistema equivalente com dois graus de liberdade e amortecimento viscoelastico

No sistema ilustrado acima, Gi, D11 011 e representam os parametros do amortecedor viscoeldstico que se

encontra entre os blocos 1 e 2, e G:, Df e af sdo parametros do amortecedor viscoelastico que liga o Bloco 2 ao
suporte.

Novamente, para a obtengéo da equacdo de movimento do sistema, foram considerados os diagramas de corpo livre
do bloco 1 e do bloco 2, obtendo a seguinte equac¢do de movimento para o sistema:
My+Dy+Ky+Ky+B<&="f

. (6)
§=HSE+H,y

onde M representa a matriz de massa, D representa a matriz de amortecimento proporcional; K, e K representam
respectivamente, a matriz de rigidez associado ao sistema eldstico e a matriz de rigidez associado ao sistema
viscoelastico; B_ representa a matriz de entrada associada as variaveis internas.

2.2. Problema Inverso

Para a definicdo do problema inverso de estimacdo de pardmetros, define-se o vetor de pardmetros do modelo
viscoelastico como sendo

p=| (7)

onde P; representa o i-esimo parametro a ser determinado do modelo e n_ representa 0 nimero total de parametros
desconhecidos ou incertos, cujo o valor se deseja determinar.
Define-se, ainda, o vetor de resposta experimental y_ e o correspondente vetor y , previsto pelo modelo, como

ye(t,) y(p.t,)
Y (t,) y(p.t,)

e : - : (8)
Ye(ty) y(p.t,)

onde y_(t;) e y(p,t;) representam, respectivamente, a resposta experimental e prevista pelo modelo, amostradas no

instante de tempo t j » & Nrepresenta o namero de amostras no tempo consideradas no processo de estimacao.

Sendo assim, o problema inverso de estimacdo de pardmetros pode ser definido como o seguinte problema de
otimizacéo:

1 2
Fobj = mme” Ye (t)_ y( p't)” 9)
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Desta forma, de acordo com a Eq. (9) o objetivo € minimizar, com respeito ao vetor de pardmetros do modelo p, o

quadrado da norma do vetor de residuo, definido pela diferenca entre a resposta experimental y_ e a correspondente

resposta y, prevista pelo modelo do sistema.

Neste trabalho foi utilizado o Método de Otimizacdo Evolucédo Diferencial para solucionar o problema inverso de
estimacao de pardmetros do sistema. A Fig. 3 abaixo apresentada uma viséo geral sobre o seu funcionamento.

Especificar F e Cr

N

Inicializar Populagéo

N

Operagdo de Mutagéo

\I/ popC = popBest

Operacgao de Cruzamento

Operagéo de Selegdo

Critério de parada
foi atingido?

Selecionar o melhor individuo
da populagao

Figura 3. Fluxograma resumido do Método Evolugéo Diferencial

onde F ¢ o peso diferencial, parametro comportamental que afeta a velocidade de convergéncia da populagdo e esta
relacionado ao processo de mutacdo e, assim, a geragdo das possiveis solucdes do problema (individuos), e Cr é a
probabilidade de cruzamento, que controla o processo de cruzamento através da determinacdo da proporcdo média de
pardmetros que o vetor de teste herda do vetor doador.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

As equacBes de movimento obtidas para os sistemas mecanicos com amortecimentos proporcional e viscoelastico
foram resolvidas numericamente através de rotinas pré-implementadas disponiveis na plataforma de computagdo
algébrica Matlab, também utilizada para o desenvolvimento dos c4digos computacionais utilizados.

Todos os resultados avaliados foram obtidos utilizando dados experimentais sintéticos, através da adi¢do de ruido
experimental de distribui¢cdo gaussiana (com média zero e variancia obtida pela razdo sinal-ruido SNR) aos modelos
adotados. Para geragdo desses dados simulados, foram adotados os pardmetros dispostos na Tab. 1 abaixo.

Tabela 1. Parametros do modelo

Parametros Gerais Modelo Viscoelastico (Nsmz)
m, (kg) 1 G, 1
m, (kg) 1 D, 20
k, (Nm™) 100 o' 4
k, (Nm™*) 100 G’ 1
4 0,05 D’ 20
¢ 0,075 o 4

w, (rad/s) R N e T

w,, (rad/s) 16,18 | e | e
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Os parametros do algoritmo Evolugdo Diferencial foram adotados como: nimero de individuos da populacao

N, =80, peso diferencial F =0,5, probabilidade de cruzamento C, = 0,8, nimero de geracdes igual a 150 e uma

frequéncia de amostragem igual a 1000Hz.

Primeiramente, analisa-se os resultados referentes ao problema direto, em especifico as fungdes de resposta em
frequéncia e de resposta impulsiva (Figs. 4 e 5, respectivamente) para o sistema com amortecimento proporcional e com
amortecimento viscoelastico. Considera-se que a excitagao foi aplicada no bloco 2 e que a resposta, em deslocamento,
foi medida também no bloco 2.

N Viscoelastico

- - ‘:\“\'/\\\\_‘_ Elastico g \é::?;éstbn
% R
: -10C %
é -15C %
KEG < Y e e gt e
107 10° o 1‘ - 1‘ o 10° 10% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequéncia (rad/s) Tempo (segundos)
Figura 4. Comparacéo entre as amplitudes das Figura 5. Comparacao entre as fungdes resposta
funces de resposta em frequéncia impulsiva

De acordo com as Figs. 4 e 5, é possivel observar que a dissipagdo de energia do sistema aumentou com a inclusdo
do material viscoelastico. Na Fig. 4 é possivel observar essa maior dissipagdo em frequéncias préximas as frequéncias
naturais do sistema. Ja na Fig. 5 pode-se observar claramente que o sistema com amortecimento viscoelastico para de
oscilar em um tempo muito menor que o sistema com amortecimento proporcional, mostrando, assim, a eficiéncia da
aplicacdo desse tipo de material no amortecimento de vibragGes mecanicas.

Nas analises numéricas relacionadas ao problema inverso de estimagdo de parametros, considera-se a reposta
impulsiva do bloco 2 devido a excitacdo no bloco 2. No problema inverso, apenas 0s parametros do sistema
viscoelastico foram estimados, sendo os demais pardmetros do sistema considerados conhecidos. Avaliou-se,
principalmente, a influéncia do nivel de ruido no processo inverso de estimativa.

Os intervalos de busca relacionados a cada parametro do sistema foi definido em torno dos valores reais associados
(Tabela 1) com uma determinada porcentagem de afastamento, dada pela seguinte relag&o:

Limite inferior —[0,8;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1] (10)
1
Limite superior —[1,2;2;2;2;2;2]

A Tabela 2 apresenta os valores médios dos parametros estimados, e 0s respectivos desvios padrdo, para diferentes
valores da razdo sinal ruido. E importante ressaltar que valores menores de SNR implicam maiores variancias dos erros
experimentais e vice-versa, ja que o mesmo ¢ definido como

GZ
SNR =10log (—YJ (11)

O

r
2 4 “n - - - 2 4 .n . e
onde o, éavariancia do sina corrompido e o, € a variancia do ruido.

Tabela 2. Resultado da estimagdo de pardmetros para diferentes valores da razao sinal ruido

Valor estimado médio (dB)
Parametros (Nsmz) Valor base (Desvio padrdo)
SNR=80 SNR=40 SNR=20
G 1 1,001812 1,005182 1,037761
= (0,066803) (0,050763) (0,175566)
D! 20 19,97933 19,94869 19,95562
1 (0,083649) (0,042363) (0,154197)
1 4 4,013506 4,013731 4,023732
% (0,023434) (0,018536) (0,074242)
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e . 0,982852 0,976606 0,928621
o (0,086083) (0,011335) (0,238504)
D? 20 20,04151 20,02097 20,02904
! (0,032459) (0,003647) (0,115130)
. A 3,975170 3,993080 3,970020
! (0,029867) (0,007017) (0,086323)

Analisando a tabela acima, nota-se que quanto menor o valor da razéo sinal ruido, ou seja, quanto maior o nivel de
ruido no seu experimento, maiores 0s erros nas estimativas dos parametros e maiores os desvios padrédo obtidos.

As Figuras 6 e 7 apresentam uma comparacao entre a curva experimental e a curva prevista pelo modelo, ap6s a
estimacdo dos parametros, para 0s casos SNR=40dB e SNR=20dB.
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Figura 6. Comparacéo entre a curva experimental e a Figura 7. Comparagéo entre a curva experimental e a
correspondente curva prevista pelo modelo ap6s corresponder!te curva prevista pelo modelo apds
estimacédo para SNR=20dB estimacgdo para SNR=40dB

Das Figuras 6 e 7, pode-se observar que o modelo conseguiu reproduzir com acuracia as respostas experimentais
sintéticas em questdo, até mesmo no caso em que SNR=20dB. Para o caso com SNR=40dB, as curvas ficaram
sobrepostas, indiciando uma total convergéncia entre as respostas exata e estimada. Assim, o grafico referente ao caso
com SNR=80dB ndo foi apresentado, ja que 0 mesmo representa um ruido ainda menor e 0 comportamento seria 0
mesmo da Fig. 7.

Assim como pdde ser visualizado a influéncia da razéo sinal ruido (SNR) nas respostas do sistema através das Figs.
6 e 7, também é possivel analisar tdo influéncia na funcdo objetivo (Eq. 9) através das Figs. 8 e 9 abaixo.
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Figura 8. Evolucéao da funcéo objetivo para 20dB Figura 9. Evolucao da funcéo objetivo para 40dB

Das Figuras 8 e 9 observa-se uma queda acentuada do funcional nas primeiras 20 geragdes e que, apos isto, a curva
segue uma tendéncia assintética, diminuindo muito lentamente com o nimero de geragdes. E possivel notar que para o
caso em que se utiliza SNR=40dB (Fig. 9), valores menores para a funcdo objetivo sdo encontrados para um mesmo
nameros de geracdes, alcancando desta forma uma maior acurécia para a problema, uma vez que quanto menor o valor
da funcédo objetivo, menor é a diferenca entre a resposta experimental sintética e a resposta prevista pelo modelo.

As Figuras 10 e 11 a seguir apresentam a evolucdo dos parametros estimados para o caso SNR=20dB, de forma que
uma comparagdo entre os valores estipulados e os valores encontrados pelo modelo possa ser realizada.
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Das Figuras 10 e 11, observa-se que a estimativa dos parametros apresenta um comportamento assintético e que até
mesmo para 0 caso em que se utiliza um maior nivel de ruido, se alcanga valores bem préximos aos valores estipulados,
mostrado uma eficacia do modelo.

Além dos critérios relacionados ao nivel de ruido, também foram analisados alguns outros parametros relacionados
ao problema inverso, tais como a frequéncia de amostragem, peso diferencial e probabilidade de cruzamento, a fim de
obter um menor custo computacional, maior velocidade de convergéncia e maior acuracia do problema analisado.

4. CONCLUSAO

Os resultados obtidos através da modelagem fisico-matematica de um sistema amortecido com material
viscoelastico e da simulagdo de dados experimentais sintéticos com ruidos aleatorios, aliados a implementacao

computacional do Método de Otimizagdo Evolugdo Diferencial, foram satisfatérios para a estimativa dos parametros de
interesse do problema.
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A utilizacdo de materiais viscoelasticos se mostrou extremamente promissora com relacdo a sistemas que exijam
um alto grau de amortecimento, apresentando um comportamento importante se comparado ao comportamento dos
materiais puramente elasticos.

A abordagem fisico-matematica tanto com o uso de materiais viscoelasticos quanto com o uso dos materiais
elasticos foi crucial para a compreensao das caracteristicas dos mesmos, bem como das suas possiveis aplicagdes, dando
énfase, a partir das comparagdes realizadas, na relevancia da viscoelasticidade para sistemas mecanicos.

Os modelos adotados para resolu¢do do problema direto apresentaram as respostas esperadas e reproduziram com
uma boa confiabilidade o comportamento do problema avaliado. As consideracbes e hipoteses estipuladas
possibilitaram a simplificacdo do problema e, assim, o funcionamento de toda a metodologia, sem serem prejudiciais
aos resultados adquiridos.

Com relacdo ao problema inverso, 0 Método de Otimizacdo Evolugdo Diferencial se mostrou eficiente para
estimativa simultdnea dos parametros de interesse, obedecendo aos critérios pré-estabelecidos e alcancando uma
convergéncia muito boa, sem uma consideravel propagacao de erros relativos a aleatoriedade do método.

A plataforma de computacdo simbélica Matlab utilizada para as simula¢es computacionais baseada nos modelos
direto e inverso desenvolvidos foi capaz de obter os resultados graficos e numéricos com uma boa qualidade e,
principalmente, aliado & boa convergéncia do método inverso, com um baixo custo computacional.

As analises das influéncias dos pardmetros do problema com relacdo as respostas obtidas foram importantes para
definir um padréo 6timo de simulagdo, permitindo minimizar a respectiva fungo objetivo, suavizar o comportamento
das curvas plotadas e diminuir o custo computacional.

Assim, pode-se afirmar que o trabalho foi realizado com sucesso, demonstrando a aplicabilidade dos materiais
viscoelasticos e o bom funcionamento da metodologia para a estimativa de pardmetros, podendo, futuramente, ser
associada a experimentos reais para a obtencéo de propriedades realmente desconhecidas.
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Abstract. The purpose of this project basically consists in constructing and evaluating a physical-mathematical model
for a mechanical system using a viscoelastic material, as well as the mathematical-computational implementation of an
inverse routine based on the Differential Evolution Method to determinate some model’s parameters. Therefore, the
project envolves the solution of the direct and the inverse associated problems. In order to check the importance and
applicability of the viscoelastics materials in the attenuation of mechanical vibrations, the direct problem also
contemplates the modeling of the mechanical system without viscoelastic damping, allowing a comparison between the
resulting behaviors from the two approaches.With the duly formulated models, the parameters estimation can be
performed through the simulation of experimental data and the optimization method Differential Evolution, in order to
validate the adopted methodology and characterize the viscoelastic material.
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