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Resumo: O fenémeno de dispersdo de poluentes na atmosfera é modelado através da equagdo de difusdo-advecgao.
Neste trabalho apresenta-se uma solug¢do da equagdo de difusdo-advecgdo fracionaria aplicada em problemas de
dispersdo de poluentes na camada limite planetaria (CLP). A solu¢do da equagdo é obtida através do método de
decomposi¢do por Laplace (MDL) e perturbagdo por homotopia, considerando-se a derivada de Caputo, o qual é a
combinagdo do método de decomposicdo e a transformada de Laplace com a derivada de Caputo. Os resultados das
simulagoes foram confrontados com dados experimentais tradicionais da literatura (Copenhagem), mostrando boa
performance com a concentragdo observada ao nivel do solo.

Palavras-chave: Método da decomposi¢do por Laplace,; equagdo de difusdo-advecgdo,; derivadas fracionarias;
camada limite planetaria.

1. INTRODUCAO

O processo de dispersdo de poluentes geralmente ¢ modelado pela equagdo de difusdo-adveccdo, de forma que a
comunidade cientifica tem um grande interesse na obtencdo de solugdes numéricas e analiticas desta equag@o. Neste
sentido, existe um grande avango cientifico em relagdo a obtengdo de solugdes da equacdo de difusdo—advecgdo com
derivadas tradicionais (ordem inteira). Varios métodos numéricos e analiticos foram usados na tentativa de solucionar
esse problema com derivadas tradicionais: método da decomposi¢do de Adomian (Adomian, 1994), transformada
integral (Biazar et al., 2009), método da decomposi¢do por Laplace (Khan et al., 2010), método das diferencas finitas
(Debnath, 2012), método iterativo variacional (Golbabai et al., 2017), entre outros, mas todos possuem limitagcdes. No
entanto, na literatura, ainda ha uma lacuna na obtencdo de solu¢des analiticas considerando-se derivadas fracionarias
aplicadas em problemas praticos de dispersao.

Neste contexto, o0 método de perturbagdo por homotopia (HPM) foi desenvolvido pelo matematico chinés He, em
1992. Este método introduz um pardmetro de homotopia, onde os valores variam entre 0 ¢ 1. Quando o pardmetro for
igual a zero, o sistema de equagdes geralmente se reduz para uma forma simplificada, a qual normalmente admite uma
solugdo simples. Quando o parametro aumenta gradualmente para 1, o sistema passa por uma sequéncia de deformagoes
¢ a solucdo de cada uma estd proxima da fase anterior da deformagdo. Quando o parametro for igual a 1, o sistema
assume a forma original da equagdo, e a fase final da deformacdo da o resultado desejado. Uma das caracteristicas mais
marcantes do HPM ¢ que apenas alguns termos de perturbacdo sdo suficientes para obter-se uma solugao precisa.

Portanto, este trabalho tem como objetivo avaliar o método da decomposi¢do por Laplace, aplicando-se o
conceito de derivadas fracionérias na solu¢do da equacdo de difusdo-advecgdo estaciondria bidimensional. A grande
vantagem desta metodologia ¢ a sua simplicidade na obtencao de uma solugdo analitica.

2. METODOLOGIA
2.1. Método He-Laplace

Para demostrar a ideia basica do método considera-se uma equagdo diferencial ndo-linear e ndo-homogénea, na
seguinte forma:
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ZICD 4 Ry(x, t) + Ny(x, t) = f(x,t) 0
com as condi¢des iniciais dadas por:

v(x,0) = a(x) (la)
W (. 0) =

5 (60) = B(x) (1b)

onde R ¢ um operador diferencial linear, N representa um operador diferencial ndo-linear e f{x,z) ¢ o termo fonte.

Aplicando-se a transformada de Laplace (denotada por L) na variavel t em ambos os lados da Eq. (1) tem-se,

L[Z229) 4+ LRy (x, ] + LINy (x, )] = LIf (x,£)] o
resultando,

SL[Y (x, )] = sy(x, 0) — 3 (x,0) = ~L[Ry(x, 0)] — L[Ny(x, )] + L[f (x, )] 3
Assim, aplicando-se as condi¢des dadas e a inversa da tranaformada de Laplace, obtém-se:

y(ot) = FGot) = 17 | S QR O]+ LINY G O] + 5 LI (e )))] W

onde F(x,f) representa as condigdes iniciais prescritas. Agora, aplicando-se o método de perturbagdo por homotopia:
v, t) = Xaap" Yu (x, 1) (5)

sendo que os termos ndo lineares podem ser decompostos como,
Ny(x,t) = X5 op"H, () (6)

onde os termos /1, sdo os polindmios de He®. Logo, colocando-se as Egs. (5) e (6) em (4) resulta,

E20p" v, (00) = FCot) = p (L7 S L[R 00" 3,00 8) + Z20 " Ha ()] )

(7
Finalmente, comparando-se os termos com poténcias de p surgem as seguintes relagoes:
po:yﬂ(x: t) — F(x: t)
_ 1
Pl Gon) = — (LA LRy G 0) + o))
Nt
Pt = - (17 2 LR 000 + 1)) N

p°iys(xt) = — (L‘l L%L[Ryz (x, ) + H, (;V)]])

onde os polindmios de He sdo definidos como:
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Hy (J’o, ---:J’n) = aa—wN(EE‘:o pk)’,:c)p=0, n=0,123..

©)

Cabe ressaltar que neste trabalho sera aplicado o método He-Laplace para resolver uma equagao linear, sem perda
de generalidade, pois 0 método ¢ geral no sentido de ser possivel resolver equagdes ndo-lineares.

2.2. Solucao da equacio de difusdo-adveccao utilizando derivada fracionaria

A modelagem da dispersdo de poluentes na atmosfera pode ser dada pela equacdo de difusdo-advecgdo
bidimensional fracionaria (Goulart, 2017) dada por:

3%(xz) @ dc(x,z)
U(2)—; _E(KZ(Z) oz ) (10)

para 0 < @ < 1, onde c representa a concentracio de poluentes, & é o termo de ordem fracionaria, U(z) representa
o perfil vertical da velocidade média do vento na diregdo longitudinal (eixo x) e K(z) € o perfil vertical do coeficiente
de difusdo vertical (eixo z). Neste trabalho utilizou-se a defini¢do de Caputo, pois ela incorpora as condigdes iniciais da
funcdo, o que a torna fundamental para resolver problemas tais como os de dispersdo de poluentes. Por simplicidade,
sem perda de generalidade, considera-se U e K constantes:

3%c(xz) ?%c(x,2)

u ax Kz az? (11)
para 0 <z <h e x>0. Para solugdo da equagdo (11) necessita-se determinar as condi¢des de contorno. Desta

forma, tem-se a condi¢@o de fluxo nulo de contaminantes no topo do dominio vertical e na superficie:

dc

K£ =0 em Z=h (12a)
dec _
20 275 (12b)

onde zp ¢ o comprimento de rugosidade e 4 ¢ a altura da camada limite planetaria (CLP). Além disto, tem-se uma
fonte com taxa de emissdo Q na altura da fonte, Hg:

_ @
c(0,2) =26(z—Hs) . _, (13)

onde & (.) é a fungdo delta de Dirac, sendo aproximada pela seguinte expressio:

8(z — Hs) = [1+2 Xy [cos(4,2) cos(4, Hs)]]

(14)

sendo os autovalores dados por:

nm
An = h n=123,.
(15)

Logo, a condi¢do de fonte pode ser reescrita como:

c(0,2) =5 [1+2 37 ,[cos(A,2) cos(A, Hs)]] (16)
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Agora ¢ possivel usar a metodologia He-Laplace. Aplicando-se a transformada de Laplace na Eq. (11) utilizando a
defini¢do Caputo (Caputo, 1667), na variavel x, obtém-se:

Uls“é(s,z) —s* ¢c(0,2)] =L [K C[XZ)

(17)
onde € representa a concentragdo transformada. Rearranjando-se a equagio anterior, obtém-se:
C[O ) | K [62’6(.1:,2)
¢(s,2) = ol (18)
Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na Eq. (18), resulta:
1| k&
c(x,z)=cy+1L [ c(xz)]l
(19)
onde ¢ € dado pela Eq. (16):
_ @
Cp = TR [1 + 2 2;.1():1[("05(/1712) COS(AH.S')]] (20)
De forma que € possivel escrever na forma genérica os demais termos da solucdo em
71 6 Cn—1
¢, =1L [ ]l
st L oz n=1,2,3,. 1)
com solucdo geral dada por:
c(x,z) = cotete -+ = Xiloln
(22)
Logo, exemplificando com os dois primeiros termos provenientes da Eq. (21), tem-se:
q=L"1|21L [azc"] = L_l[ s azc“] _ 2K o Yy 2% cos(A,z) cos(A, Hy)
1 Ust 3z2 s+l 5z2 Uh U T(a+1) &N=1"1 n ntls 23)
e
_ -1 | K [()‘zcl] _ _1[ K @zcl]: K*2Q x*¢ '
=1L US“L 2z2 L Us2a+l g2 e UhF[2a+1jZn 1’1?1(:05(’1?:2) cos(A,Hs) (24)
Portanto, agrupando-se estes primeiros termos resulta,
Q 20 KiZ x® KAy x2@ }
cx,z) = + Zn_1 cos(Apz) cos(A,Hy) . [ 0 t@n T U ToerD (25)
De forma que a solugdo é dada por:
Q , 20 AZK
c(x, z) = ot ﬁz;?:l cos(Apz) cos(A,Hs)E, (— ;‘ “) 26)

onde E, ¢ a fungdo de Mittag-Leffler, a qual é intrinseca a solugdo de problemas com derivadas fracionarias.
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Neste trabalho o coeficiente de difusdo vertical (Degrazia et al., 1997) é dado por:

Ky (z) = 0.22w"h (2)1/3 (1- 5)1/3 1- (-4 0.0003e(8§)] 27)

h

onde w+ ¢ a velocidade convectiva. Salienta-se que ¢ feita uma média, desde o solo (z = zo) até / (altura da CLA),
para obtengdo do coeficiente de difusdo médio constante K.

3. RESULTADOS

As simulagdes realizadas com a Eq. (26) foram confrontadas os tradicionais experimentos de Copenhagen
(Gryning, 1984). Neste experimento o tragcador SF6 foi liberado de uma altura de 115 m e coletado ao nivel do solo em
distancias entre 2 ¢ 6 km do ponto de liberagdo. A estabilidade atmosférica pode ser considerada moderadamente
convectiva.

As Figuras 1 e 2 abaixo mostra-se o grafico de espalhamento da concentragdo em funcdo de diferentes ordens
da derivada (o= 0,7; a = 0,9 e a = 1,0), com a seguinte distin¢do: Caso 1 usa U constante medido na altura de 10 m, e
Caso 2 usa U constante medido na altura de 115 m. Observe que neste experimento os dados de concentragdo sao
normalizados pela taxa de emissdo (c(x,z)/Q), resultando a unidade s.m-2.
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Figura 1: Grafico de espalhamento das concentragoes Observadas (Co) e Preditas pelo modelo (Cp),
normalizadas com a taxa de emissao (c/Q): Caso 1 (U em 10 m).
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Figura 2: Grafico de espalhamento das concentragdes Observadas (Co) e Preditas pelo modelo (Cp),
normalizadas com a taxa de emissao (¢c/Q): Caso 2 (U em 115 m).

Na Tabela 1 a seguir mostram-se os resultados estatisticos do confronto do modelo nos dois casos. Os melhores
resultados sdo para erro quadratico médio normalizado (NMSE), Fracional bias (FB) e desvio padrao (FS) proximos a

zero, e fator de correlagdo (COR) e fator de (FAT2) iguais a 1.

Tabela 1: Indices estatisticos

Caso NMSE FAT2 COR FB FS
Caso 1 (a=0.7) 0.68 0.39 0.58 -0.67 -0.28
Caso 1 (¢=0.9) 0.20 0.87 0.84 -0.32 -0.24
Caso 1 (a=1) 0.90 0.96 0.85 0.04 -0.03
Caso 2 (a=0.7) 0.38 0.83 0.22 0.00 0.18
Caso 2 (a=0.9) 0.12 1.00 0.85 0.14 0.32
Caso 2 (a=1) 0.32 0.78 0.87 0.42 0.42

Observa-se prontamente pela Figura 1(b) e Tabela 1 que os resultados sdo melhores para o Caso 2 (a = 0.9), com
vento a 115 m de altura. A solu¢do com derivadas fraciondrias ndo conseguiu capturar o efeito de memoria e a forte

convecgdo presente neste experimento.

Na figura 3 mostra as concentrag¢des integradas lateralmente em fungdo da distincia da fonte, considerando-se a Eq.
(26) em diferentes ordens da derivada: o =0.7; o =0.9 ¢ o =1.0, utilizando o coeficiente de difusdo médio na vertical
(Eq. (27)), com a velocidade medida 115 m. Para esta situacdo utilizou-se o experimento 1 de Copenhagen.
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Figura 3: Grafico das concentracdes observadas (Co) em funciio da distincia da fonte (x) em diferentes ordens
da derivada, para o experimento 1 de Copenhagen, com e a velocidade medida 115 m. Considerando-se a Eq.
(27), utilizando o coeficiente de difusdo da Eq. (28).

A figura 3 mostra claramente que o parametro alfa influencia no processo de dispersdo. Para a simulagdo com
ordem inteira (o0 = 1.0), observa-se maior concentragdo de poluentes na regido préoxima a fonte, com tendéncia a
diminuir mais rapidamente para distancias mais afastadas da fonte. A medida que alfa diminui percebe-se que o pico de
concentragdo vai diminuindo ¢ muda sua posigdo (localizagdo do pico de concentragdo ¢ um dos pardmetros mais
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importantes no contexto de poluigdo atmosférica), com tendéncia de manter a concentragdo em niveis elevados para
distancias maiores.

4. CONCLUSOES

No presente trabalho foi obtida pela primeira vez a solugdo da equacdo de difusdo-advecgdo fracionaria através do
do método da decomposigdo por Laplace. Os resultados foram satisfatorios e mostraram a influéncia do parametro a,
ordem da derivada, sobre a concentra¢do observada ao nivel do solo. Verificou-se a grande utilidade de uma solugdo
analitica, pois apresenta resultados de forma rapida e a influéncia direta sobre cada parametro da equagdo de forma
simples.

Apesar de que para lidar com situagdes reais e mais complexas (por exemplo, reagdes quimicas) € necessario
usar um modelo numérico, ¢ Util examinar primeiramente as possiveis solugdes analiticas para se obter um quadro
conhecido e testar as solugdes. Nesse sentido, as solugdes analiticas sdo uteis para uma variedade de aplicagdes, tais
como fornecer analises aproximadas de cenarios alternativos de poluicdo e realizar andlises de sensibilidade para
investigar os efeitos de varios pardmetros ou processos envolvidos no transporte de contaminantes. Finalmente, ¢
importante frisar que a grande vantagem da metodologia empregada neste trabalho ¢ a sua simplicidade na obtengao de
uma solucdo analitica.
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Abstract. Pollutants dispersion phenomenon in the atmosphere is modeled through the advection-difusion equation.
This papper presents an advection-difusion equation solution applied on pollutants dispersion problems of planetary
boudary layer (PBL). The equation solution is obtained through Laplace decomposition method and homotopy
perturbation method. Caputo derivate is considered a combination of decomposition method and Laplace transform
with Caputo derivate. Simulations results were compared with traditional experimental data from the literature
(Copenhagen), showing good performance with concentration observed at on ground level.

Keywords: Laplace decomposition method, diffusion-advection equation; fractional derivatives, atmospheric
boundary layer.



