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Resumo: No presente trabalho, busca-se validar um modelo termodindmico proposto para o estudo da cavitacdo
vaporosa, no ambito dos bocais convergente-divergente que permitem a ocorréncia de ondas de choque. Este modelo
j& se mostrou consistente na area das tubulacdes hidraulicas, e nele o escoamento é admitido como isotérmico e
homogéneo sendo seu fluido entendido como uma mistura bifasica, formada por trés constituintes todos eles
compressiveis e que coexistem a cada ponto do espago e instante de tempo sendo eles: um liquido, seu vapor e um gas
inerte. Para isto, serd realizada uma simulagcdo numérica com o auxilio de um método numérico denominado, FCT
(Flux-Corrected Transport) que permite resolver um sistema de equagdes diferenciais hiperbdlicas e, além disso, obter
uma solugdo para regime permanente, partindo do estado transiente. Foi realizado um estudo para um caso mais
simples com ocorréncia da onda de choque de forma a demonstrar a eficacia do método, tendo os resultados obtidos
sido satisfatorios.

Palavras-chave: cavitacdo vaporosa, modelo termodinédmico, bocal convergente-divergente, simulagdo numérica,
método FCT.

1.INTRODUCAO

A cavitacdo vaporosa é um fendmeno que esta presente em diversas e importantes areas da engenharia, podendo
ocorrer em diversos equipamentos como: bombas, hélices propulsoras, tubulagbes empregadas no transporte de
liquidos, valvulas de controle, etc. A cavitacdo vaporosa € a formacdo da fase vapor de um liquido em decorréncia da
reducdo da pressdo a um valor abaixo da pressdo de vapor. Esse processo se da a temperatura aproximadamente
constante e proporciona efeitos indesejaveis, como a queda do rendimento da bomba e da forca de propulsdo em
hélices, assim como excessivos niveis de vibragdes.

Como consequéncia, a cavitacdo vaporosa tem recebido atencdo especial no projeto e operacdo desses
equipamentos, tanto no regime permanente quanto no transiente, sendo objeto de diversos estudos teoricos e
experimentais ao longo dos anos, como visto em Assumpcéo et.al. (2017).

Em Assumpcdo et.al. (2017), os processos de transformacdo de fase liquido-vapor decorrentes da cavitagdo sao
modelados & luz da Termodindmica dos Processos Irreversiveis, considerando-se a presenca de um gas inerte em
conjunto com o vapor. O modelo admite como premissa bésica que o fluido € formado por uma pseudo mistura de
liquido, vapor e um gés inerte que compartilham da mesma velocidade e temperatura. Conforme demonstrado pelos
autores, o gas inerte fornece de forma automatica e consistente a condi¢do necessaria para descrever a pressao na qual
0s processos de mudanca de fase liquido—vapor e vapor—liquido iniciam-se e cessam-se, satisfazendo
incondicionalmente a Segunda Lei da Termodindmica para diferentes valores da fracdo volumétrica de gas na mistura.
O modelo desenvolvido foi aplicado com sucesso na descricdo da abertura e fechamento da coluna de liquido em
tubulagBes conduzindo liquidos em regime permanente.

Um dos efeitos relevantes decorrente da cavitacdo é a alteracdo da velocidade de propagacdo de onda no meio.
Com formacdo da fase vapor a velocidade de onda no meio torna-se altamente ndo linear e dependente da presséo
reinante no meio, sendo drasticamente reduzida a ponto de induzir localmente escoamentos com nimeros de Mach
iguais ou maiores do que unidade. Em determinados escoamentos, como visto em (Ferreira & Varella Junior, 2016),
essa peculiaridade pode fazer surgir a presenca de ondas de chogque, como aquelas que ocorrem em escoamentos de gas
em bocais convergente-divergente quando o escoamento torna-se sénico na garganta.

Com o intuito de avaliar a capacidade do modelo termomecénico desenvolvido em Assumpcéo et.al. (2017), em
descrever adequadamente o fendmeno descrito no paragrafo precedente, simulagées numéricas foram conduzidas para
um escoamento unidimensional de agua em um bocal convergente-divergente. Para isso, 0 problema de valor inicial e
de contorno regido por um sistema de equagdes diferenciais parciais hiperbolicas foi resolvido numericamente com o
auxilio do método numérico FCT (Flux-Corrected Transport method). O FCT, como exposto em (Sondermann, 2016),
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€ um método conservativo com acurécia de segunda ordem no espaco capaz de lidar e capturar gradientes severos e
fortes descontinuidades no campo de escoamento. Resultados numéricos conduzidos para diferentes condicdes de
contorno de velocidade e fragcdo volumétrica a entrada e pressdo a saida do bocal ilustram condicdes de escoamento
distintas com gradientes espaciais severos e ondas de choque estacionarias.

2. EQUACOES DO MODELO

Conforme mencionado anteriormente, admite-se no modelo, além da existéncia do liquido e do vapor, a presenca de
um gas inerte que coexiste com o vapor durante todo o dominio do escoamento, encarando-se assim o fluido como uma
pseudo-mistura de duas fases, uma gasosa constituida pela combinacgdo do vapor do liquido e pelo gas inerte, e outra
fase liquida formada apenas pelo liquido. O escoamento é admitido como sendo isotérmico, homogéneo, transiente e
unidimensional, sendo expresso em termos do instante de tempo t e da coordenada espacial x medida ao longo do
comprimento de um bocal com area de secéo reta variavel A.

As equac0es basicas do modelo sdo apresentadas a seguir:

6(apgA) 6(apguA) _

ot T ox 0 @
a(aapt,,A) a(asZuA) —rA )
6((1—;)p1A) + 6((1—;2;)11&4) - _TI'A (3)
6(;;:4) n 3(pu;i+PA) _ Z_i (4)

Nas quais u = u(x,t) e p = p(x,t) representam os campos espaciais de velocidade e pressdo da mistura, A =
A(x) é a érea de secdo reta do bocal e @ = a(x, t) denota a fragdo volumétrica de gas, com « € (0,1). De acordo com
as hipoteses admitidas, a massa especifica da mistura é expressa pela relacéo:

p=0-a)p +a %)

onde ,p;, p, € p, representam as massas especificas do liquido, vapor e do gas inerte.

As Eqs. (1-3) fazem referéncia ao principio da conservagdo da massa para o gas, o vapor e liquido respectivamente
e a Eq. (4) retrata o principio da conservacdo da quantidade de movimento linear para a mistura como um todo.

O termo I" nos membros a esquerda das Eqgs. (2) e (3) representa a taxa de transferéncia de massa por unidade de
volume entre as fases liquida e gasosa decorrente da cavitagdo vaporosa. Quando I' < 0 vapor se transforma em liquido
e quando I' > 0 ocorre 0 processo inverso, i. e., liquido se transforma em vapor. Se I' = 0 ndo h& transferéncia de
massa entre as fases e os principios de conservagdo da massa para o liquido e o vapor tornam-se independentes.

Para complementar as Egs. (1-4) e se obter um modelo mecéanico completo, equagdes constitutivas sdo necessarias
de forma a descrever o comportamento mecanico dos constituintes da mistura;

p = ct(p = pf (6)
Pg = ngpg (7)
by = Cgpv (8)

Nas quais p;’ € uma constante material positiva associada ao liquido e ¢;, ¢, e c, representam as velocidades de
propagacdo de onda no liquido, gas e vapor, respectivamente. Na auséncia de efeitos de tensdo interfacial, é possivel

mostrar que a pressdo da mistura € igual a pressao no liquido que por sua vez € a soma das press0es parciais de vapor e
gas , como visto em (Freitas Rachid, 2003):

P=D =Dy + Dy 9)

Num modelo com forte respaldo termodinamico, a taxa de transferéncia de massa entre as fases liquida e gasosa em
virtude do fendmeno de cavitacdo deve estar intrinsecamente relacionado a diferenca de energia livre de Gibbs entre o
liquido e o vapor, como visto em Assumpcéo et.al. (2017) e (Freitas Rachid, 2003). Em (Freitas Rachid, 2003) , mostra-
se, a partir da exploracdo da desigualdade de Clausius-Duhen via multiplicadores de Lagrange, que a taxa de
transferéncia de massa num processo de natureza irreversivel € expressa pela seguinte relagao:

r=k(g—gv) (10)
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Observa-se em Eq.(10) que I" é fungcdo de um pardmetro k dependente da temperatura como pode ser visto em
Eq.(11) e da diferenca entre as energias livres de Gibbs para o liquido e para o vapor, g, e g, que serdo mencionadas
posteriormente.

k = k(T) (11)

As Eqgs. (6-8), (9) e (10) formam um conjunto completo de equacBes constitutivas para as equagdes de balanco, Egs.
(1-4) de maneira a tornar possivel que a segunda lei da termodindmica seja completamente satisfeita. Para que o
fendmeno estudado seja entendido completamente faz se necessaria a apresentacao da diferenca entre as energias livres
de Gibbs.

Como exposto na Eq. (10) a diferenca entre as energias livres de Gibbs do liquido e do vapor é a forca motriz
termodinamicamente falando, que proporciona a mudanca de fase liquido-vapor. Na auséncia de gas livre Eq. (9) reduz-
se a forma de P=P=P,, ,enquanto, Eg. (10) ndo se altera. Porém, a condicdo de equilibrio termomecanico de um
mistura liquido-vapor requer que ndo haja mudanca de fase de acordo com Eq. (10), isto é, o termo g;-g, ha mesma deve
ser igual a zero.

Em (Freitas Rachid, 2003) é visto que as condicGes referidas no paragrafo anterior garantem a existéncia de uma
pressdo de saturacdo Py, dependente da temperatura, tal que P=P,=P,= P, ,0u seja, para uma temperatura fixa existira
apenas uma pressdo de saturagdo para qual uma mistura pura liquido-vapor estara em equilibrio. Levando em conta,
estas condicOes, prova-se entdo que a diferenca entre a energia livre de Gibbs para o liquido e o vapor pode ser escrita
como:

+e sv 1 1
91— gy = ci log (u) + c3log (22) + cfpf (ﬁ - —2> (12)

Psv+cipj psvtcipy  preppp

Mesmo que, haja gas livre na mistura Eq. (12) ainda é valida, porém a relagdo P=P,=P,, ndo é mais verdadeira.
Ainda assim, Eq. (9) deve ser respeitada. Pode-se verificar também através de Eq. (12) que a condicdo de equilibrio
termomecanico, g,-9,=0, é satisfeita para diferentes valores de pl e pv , de acordo com a pressdo parcial do gas na
mistura.

Em outras palavras existird mais de um estado de equilibrio para uma mistura liquido-vapor-gas dependendo da
pressdo parcial do gas. De fato, fazendo g-9,=0 e aplicando Eqg. (9) em (12) é possivel expressar a pressdao em
equilibrio p, para diversos valores da pressdo da mistura p.

3.METODO NUMERICO

Esta secao apresenta uma explicacéo sobre o método numérico utilizado neste trabalho, além disso, sdo definidas as
condicdes iniciais e de contorno e o critério de convergéncia utilizado nas simulagdes.

O método em questdo € o FCT, que como visto em (Sondermann, 2016) é utilizado para a resolucdo de equacbes
hiperbdlicas, problemas com ondas de choque e descontinuidades, que pode ser entendido como um esquema “preditor-
corretor” com a difusdo sendo introduzida na fase preditora e a anti-difusdo na parte corretora.

O método FCT possui diversas aplicagdes desde que as equagdes sejam descritas na forma candnica das leis de
conservagdo como exposto abaixo:

aQ | OF _ L oW
E+£_Hax+s (13)

Em Eqg.(13), Q corresponde ao vetor de varidveis conservadas, F(Q) é o vetor de fluxo, W o vetor das variaveis
primitivas, H(W) o de termos néo conservativos e S(W) o vetor representativo do termo de fonte.

A malha do problema é definida através da Eq. (14) apresentada abaixo, na qual L e N correspondem ao
comprimento do bocal e ao nimero de células computacionais respectivamente.

Ax = (%) = X]-+1/2 - x]-_1/2 (14)

Em Eq.(14), as fronteiras das células sdo: 41, = = jAx e x; -1/, = (G — 1DAx , emque j=1,...,N e o centro da célula

esté localizado em x; = (j — 1/,)Ax.

Uma aproximagdo numeérica para a solucdo do problema proposto € descrita pela Eq. (15) na qual calcula-se o valor
de Qj"+1 no instante de tempo t"** indicado por Eq. (16),através da utilizacio de diferencas finitas.

n+1 n t" F" aw\" n
Q= Q) = o[y, Bl |+ ae (WD) + arrs, (15)

tn+1 — tn + Atn (16)
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Em Egs. (15) e (16) entende-se que Q;' corresponde a uma aproximagdo de Q na posicao x; e no instante de tempo
atual t™, At™ refere-se ao intervalo de avango no tempo e, além disso, F;‘+1/ e F]'.’_l/ contabilizam os termos de fluxo
2 2

no instante atual nas fronteiras das células e que séo descritos por:

F" y, = F_1, Q1. Q) 17)

j—
Fjr:_1/2 = Fj+1/2 (Q?' Q;‘l+1) (18)

A Eqg. (15) representa o sistema de equaces diferenciais parciais mostrado em Eq. (13) em sua forma discretizada
utilizando um esquema explicito e de primeira ordem para a discretizagdo no tempo. Logo, 0 avango no tempo deve ser
escolhido em funcéo de uma condig¢do denominada CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) expressa abaixo, que se trata de um
pardmetro positivo geralmente menor do que um.

At" = CFL 2%

7 (19)

Amax

O termo A,,q, " expresso em Eq. (16) expressa o maior autovalor, em valor absoluto, do dominio no escoamento no
tempo t" e que é calculado por Eq. (17), na qual Ngg é nimero de equagdes que governam o problema:

Amax = max; [maxi|/1ji|],paraj =1,....N,i=1,...... Ngq (20)
3.1. Sequéncia de Passos

Esta secdo ilustra os passos que devem ser tomados na execucdo do FCT. Primeiramente obtém uma primeira
aproximacéo para Q, denotada por Q ;jcomo ilustrado em Eq.(21) que pode ser entendida como uma aproximagao em
tempo intermediaria entre n e n+1. O calculo do fluxo FJ-AR' ,de Ritchmeyer , presente em Eq. (21) é mostrado em Eq.
(22) e (23):

Q= ~ 5By, B D)
By, =F (@) e
Qa1 =3 (@ + Q) ~ T [F(Q) - F(Q))] @)

Na sequéncia calcula-se a parte difusiva da solucéo pelas Eqgs. (24) e (25) nas quais Fdjﬂ,z, indica a parte difusiva
dos termos de fluxo na fronteira da célula e da mesma maneira de tém o mesmo significado para Q, além disso ,0 termo
Vi1, representa o coeficiente difusivo que é definido como constante e igual a 0,125.

F]-lil/z = Vjs1y, (Q;‘l+1 - 6?) (24)
d_p d _ pd

Q=0+ (F., —FLy)) (25)

Calcula-se entdo, a parte anti-difusiva da solucdo pela Eqg. (26) na qual Fadj+1,2, indica a parte anti-difusiva dos

termos de fluxo na fronteira da célula, além disso, o termo i1y, representa o coeficiente anti-difusivo que é definido
como constante e igual a 0,125.

Fjidl/z = Hj1y, + (6j+1 - 6}) (26)

Como, dito anteriormente o FCT pode ser entendido como um método preditor-corretor, na qual a correcdo € feita

na parte anti-difusiva da solucdo. Primeiramente calcula-se a diferenca da parte difusiva de Q mostrada em Eq. (27), a

mesma é utilizada no calculo do fluxo corrigido F em Eq. (29) assim, como o termo AQJ‘.i+3/ cujo calculo é mostrado
2

em Eq.(28):

AQ]-d_'_l/2 = Q}d‘+1 - Q;l (27)
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AQ;i+3/2 = Qj‘i+2 - Q;‘l+1 (28)

FF4) = Smax [0, min [SAQ™, S, | saQ7,5 /2]] (29)

O termo S em Eq. (29) faz referéncia a funcéo sinal e ¢ indicado por Eq. (30):

=s gn / (30)

Por fim, calcula-se o termo de fluxo F no instante de tempo n, Eq. (31), utilizando os termos calculados em Egs.
(22),(24) e (29):

FFCT _ F‘R[ cad cad ] (31)

n
J+Yy T N, T N, At"[ 1+1/2 +1/2

3.2. Condigdes de Contorno

Para determinacdo das condicBes de contorno é necessaria uma analise de hiperbolicidade como realizada em
(Sondermann, 2016), tendo a mesma, carater local em cada contorno e sendo o nimero de condigdes prescritas fungdo
de cada caracteristica que emanam do contorno para dentro do dominio. As condi¢Bes de contorno sdo impostas em
celulas fantasmas, que sdo adicionas uma na entrada do bocal e a outra na saida do mesmo. Com isso, para 0S
procedimentos do FCT descritos na se¢do (3.1) devem ser alterados ser consideradas as seguintes condi¢des ilustradas
nas Egs. (32-36):

60 = Qg, 61v+1 = Q11\11+1 (32)
Qg = 60 = ga Q%+1 = 6N+1 = Qﬁ+1 (33)
FE = Spax [0 min |, |F1/ I s8Q3, ]] (34)
Fd), = Snar [o, min [SAQ 1, ,|Fits /2|]] (35)

A condigdo inicial é imposta estendendo-se os valores das condi¢6es de contorno para o interior do bocal em t=0.
3.3. Critério de Convergéncia

Determina-se o critério de convergéncia para que as simulagdes atinjam o regime permanente por:

méaxé(x"); < 107° (32)

n+i_,m
|xl J | (33)

S = e

A variavel (x*); em Eq. (32) e (33) é dependente do problema, na qual n representa 0s passos no tempo, e as
variaveis i e j representam os parametros do escoamento determinados pelo vetor de variavel primitiva W e o espaco de
discretizacdo respectivamente.

4. RESULTADOS

Com o intuito de mostrar a aplicabilidade de método FCT, foram realizadas simulagdo numéricas de casos
presentes na literatura com os resultados obtidos pelo método numérico.
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4.1. Escoamento de um Gas Perfeito em Regime Permanente na Presenca de Onda de Choque

Simulou-se o caso do escoamento de um gas perfeito um bocal convergente-divergente que como mostrado em
(Ferreira & Varella Junior, 2016) tém natureza unidimensional e acontece em regime permanente e sem atrito. As
medidas do bocal utilizado nesta simulacgéo estdo na Tab.1 abaixo:

Tabela 1. Medidas bocal convergente-divergente

Segdes do Bocal Medidas (mm)
Convergente 0<x<254

Garganta 254 <x<31,8
Divergente 31.8<x<127

Neste tipo, de processo caso a velocidade do fluido seja igual a do som no meio, i.e., Mach igual a 1, no momento
em que ele atinge a regido de area minima do bocal, garganta formam-se dois ramos de solucdo na parte divergente do
bocal.

Um destes ramos, tém natureza subsbnica, isto é, valores de Mach menores do que um e outro tém carater
supersonico, i.e., Mach maior do que um. Como visto, em (Ferreira & Varella Junior, 2016) na parte subsdnica as
propriedades tém a tendéncia de recuperar integralmente seus valores iniciais, enquanto que no escoamento supersénico
elas, variam conforme a solucéo analitica do problema.

A ocorréncia da onda de choque acrescenta uma descontinuidade ao problema, gerando um grau de
irreversibilidade que acaba por ocasionar que as variaveis do problema sofram um salto durante o processo. A onda de
choque é obtida na parte divergente do bocal, ao fixar um valor intermediario entre as pressdes de saida dos ramos
subsénico e supersodnico, fora deste intervalo ndo faz sentido pensar no fenémeno.

As equacbes basicas para o estudo do problema em questdo estdo apresentadas abaixo:

dpA | 9(pud) _
ot 7o 70 (34)
dpud | d(pu®A+pA) 04

e+ ox “ P (35)

Sdo representadas pelas Eqgs. (34) e (35) a conservacdo da massa e da quantidade de movimento linear, nelas p, u e
p representam a massa especifica, a velocidade e a pressao do fluido respectivamente, enquanto A faz referéncia a area
da secdo transversal do bocal. Eq. (34) e (35) sdo descritas em sua forma candnica por:

=[5 )
F=Ls )
S = _pAuz Z—ﬁ (38)
w =[] )

As condices de contorno utilizadas foram a presséo na saida do bocal e a velocidade na entrada. As Figs. (1) e (2)
abaixo foram obtidas apds a simulacdo do FCT atingir o regime permanente e ilustram o comportamento da presséo e
da velocidade ao longo do bocal. Os resultados indicados por linhas tracejadas referem-se aos resultados obtidos pelo
FCT, enquanto as linhas normais indicam a solugdo analitica do problema exposta em (Ferreira & Varella Junior, 2016):
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Figura 1. Velocidade ao longo do bocal
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Figura 2. Pressdo ao longo dc bocal

Observa-se em Fig.(1) e (2) que o método numéiico consegue demonstrar comw, consideravel precisdo o
comportamento das propriedades e antes e depois do choque, além de conseguir capturar a pesicdo em gue 0 mesmo

ocorre também com boa eficécia.
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5.CONCLUSOES

Pelo exposto, no trabalho mostra-se que realmente o FCT é um método importante e eficaz na reproducédo do
comportamento dos fendmenos estudados, além disso, 0 mesmo como era previsto conseguiu obter a posicdo da
ocorréncia da onda de choque.

Para o fendmeno da cavitacdo o método também é eficiente e retorna resultados bem parecidos com aqueles
obtidos na literatura, tanto para a cavitagdo gasosa quanto para a vaporosa. E interessante mencionar que com o refino
da malha a precisdo do método aumenta consideravelmente.
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NUMHERICAL SIMULATION OF LIQUID FLOWS WITH
CAVITATION IN THE PREENCE OF SCHOCK WAVES IN A
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Abstract: This paper intends to validate a thermodynamic model proposed for the study of vaporous cavitation in
the field of the convergent-divergent nozzles that allows the occurrence of shock waves. The model, whose consistency
was already shown in the area of hydraulic pipes, admits an isothermal and homogenous flow that can be understood
as a two phase mixture formed by three constituents. All these are compressible and coexist in each point of the space
and instant of time, one constituent is the liquid itself and the two others are the liquid's vapor and an inert gas. The
process validation was done with the use of a numerical method called Flux-Corrected Transport, FCT, that makes
possible to obtain the solution of hyperbolic differential equation systems. First, with intend of showing the efficiency
of the method was simulated a simpler case of a compressible flow in a convergent-divergent nozzle with the presence
of shock waves for which the obtained results were satisfactory.

Keywords: vaporous cavitation, thermodynamic model, convergent-divergent nozzle, numerical simulation, FCT



