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Resumo: As simetrias de Lie representam um conjunto de operagoes que podem ser feitas para mapear e manter
invariantes solucoes de equacgoes diferenciais. Neste sentido, a teoria iniciada por Sophus Lie no século XIX
apresentou, um poderoso método para reducao de ordem e obtencao de invariantes e quadraturas para solucdo de
equacgoes diferenciais, com uma ampla gama de aplicagoes prdticas. Neste artigo, ilustra-se o significado fisico
das simetrias de Lie e dos invariantes que podem ser obtidos em uma viga de Euler-Bernoulli em condi¢ao
estdtica. Em especial, a partir dos geradores de simetria de Lie extraidos da equacao da linha eldstica podem
ser obtidos as equacgoes de equilibrio, energia de deformacgao e as proprias deflexées. O artigo também mostra
a transformacdo de coordenadas para reducao de ordem e integracdo com novas varidvess.
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1. INTRODUCAO

No século XIX, o noruegués Sophus Lie apresentou uma alternativa visando solucionar equacgoes diferenciais
usando simetrias que podem se associar com invariantes ou quantidades conservadas (Olver, 1986; Basquerotto
et al., 2018a). Uma simetria de um sistema de equagoes diferenciais é um conjunto de transformacgtes que ma-
peiam qualquer solugao para outra solugao do sistema, mantendo-a invariante (Basquerotto et al., 2018b). Tais
transformagoes sao grupos que dependem de parametros continuos e consistem em transformagoes pontuais,
também conhecidas como simetrias pontuais, atuando no espago do sistema de varidveis dependentes e inde-
pendentes, bem como em todas as derivadas das varidveis dependentes (Blumman and Kumei, 1989; Cantwell,
2002).

As simetrias tém sido usadas para obter solugoes dos mais diferentes tipos de problemas, como por exemplo,
vorticidade em dindmica de fluidos (Ambrose et al., 2015), equagao do calor (Clarkson and Mansfield, 1994;
Paliathanasis and Tsamparlis, 2012; Stepanova, 2015), equacao da onda (Craddock, 2000; Mustafa and Al-
Dweik, 2015), mecénica do continuo envolvendo plasticidade (Liu, 2015), problemas de elasticidade em barras,
vigas e placas (Bartsch and Ding, 2001; Bocko et al., 2012), entre outros.

As relagoes entre simetria e invariancia sao fundamentais na fisica e aparecem em todas as dreas a partir
de principios de conservacao (Mei, 2000). Um caso particular, é a obtengéo de leis de conservagdo a partir da
aplicacao do Teorema de Noether em sistemas de equagoes diferenciais variacionais descritos por uma lagrangiana
(Jean, 2014). Neste sentido, este trabalho busca determinar as simetrias de Lie e invariantes associados com o
problema de viga de Euler-Bernoulli. Assim, este artigo inicia com uma descri¢ao sucinta do significado e como
calcular simetrias de Lie, seguido de um exemplo de aplicagdo para seu uso no célculo de deflexdo em vigas.

2. AS SIMETRIAS DE LIE E O TEOREMA DE NOETHER

Seja uma equagao diferencial ordinéria de segunda ordem escrita na forma (Olver, 1986; Blumman and Kumei,
1989; Basquerotto et al., 2018a,b):

F(z,u,u',u'") =0 (1)

sendo x a varidvel independente, 1 a varidvel dependente e as derivadas com relacao a x denotadas por’. Algumas
transformacoes podem ser aplicadas para manter a equagao invariante. No caso, um gerador de simetrias, X,
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pode ser obtido a partir de:

0
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sendo £ e n fungdes infinitesimais. Lie demonstrou que uma equagao diferencial admite um grupo de simetrias

se, e somente se, a chamada condigao de Lie for satisfeita. Por exemplo, em uma equacao diferencial ordinaria
de segunda ordem, pode-se aplicar um operador U como:

"no_ (2)
u =02 50 O 3)

sendo (1) o prolongamento de primeira ordem realizado nas derivadas de primeira ordem de u, dado por:
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e 3 o prolongamento de segunda ordem realizado nas derivadas de segunda ordem de u, descrito por:
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sendo D, a derivada total:
0 , 0 6

Com isso, para a condicdo de Lie ser satisfeita deve valer a relagao (Olver, 1986; Blumman and Kumei, 1989;
Basquerotto et al., 2018a,b):

0 OF 0 )
U +X)F=0 = WU"+X)F= §i+ g )f ) 97
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—0 (7)

A busca por existéncia de simetrias na natureza tem como principal resultado a obtencao de invariantes.
Nos casos onde se conhece a lagrangiana, £, e as fungoes infinitesimais £ e 7, a aplicagao do teorema de Noether
é como se fosse um revelador de quantidades A se conservando (Olver, 1986; Martins, 1999). A quantidade se
conservando a partir de uma transformacao de simetria pode ser determinada pelo teorema de Noether a partir
de (Mei, 2000):

oL d
A== (¢ —n)— L& = Constante = —A =0 8
o (e — ) - L¢ - (5)
Para reescrever a equacao em termos das coordenadas canonicas @ e T é necessario que a seguinte relagao
para as novas coordenadas seja satisfeita (Silva Junior, 2016):

ot ou
a(w) = &5, + g, =0
e ou 9)
B oT ox
Xa(@) = &5, g, =1

A partir das coordenadas canoénicas pode-se obter a varidvel v(Z) redutora de ordem (Silva Junior, 2016;
Gilmore, 2008):

v(Z) = —u(Z) (10)

3. APLICACAO EM VIGAS
A aplicacdo dos fundamentos das simetrias de Lie pode ser ilustrada na equacdo diferencial que descreve a

deflexdo de uma viga estaticamente determinada com um carregamento retangular ¢ distribuido ao longo do
comprimento 2¢ e rigidez flexional FI, conforme a Fig. 1.
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Figura 1: Viga Estaticamente Determinada

A equagdo da linha eldstica em fungéo da distribuigdo de momento fletor, M (z), no trecho 0<z </ é:

d*u qz3
— —Var—— =0 11
de? T 30 (11)
sendo u(x) a deflexdo, FT a rigidez flexional e V4 a reagdo de apoio no ponto A.

A partir da aplicacao da condigao de Lie e da solugao do sistema de equagoes determinantes tém-se as fungoes
infinitesimais £ e 77, mostradas na Tab. 1, que sao componentes dos oito geradores de simetria.

ET

Tabela 1: Fungoes infinitesimais & e n

3
X1 0 1
Xo 0 x
X 0 60FEIlu — 10Vl + gz
X4 12E1¢ 6Vala? — gzt
X5 12E1¢x 6Valad — qad
X 15Elz? x(—qz® + 5Valzd + 15 ETlu)
X7 12(gz® — 10Vl + 60ETCu)EIl  (qx® — 10Valz® + 60EIfu)(—qz* + 6Valx?)
Xs  15z(qx® — 10Vala® + 60ET¢u)ETL (qz® — 10Valz® + 60ETlu)(—qad

+5Vala® + 15ET¢u)

A lagrangiana associada ao problema é igual a energia de deformagao da viga:

FM@? 1 [2? (5¢°z" — 42Vaqla® + 105V3(7)] (12)
o 2EI 630E1(2 A

L=—

Em seguida, utilizando o Teorema de Noether, calculou-se os oito invariantes associados no trecho da viga,
mostrados na Tab. 2.

Tabela 2: Invariantes para x = ¢

X A
X1 0
Xo 0
X3 0
X4 — 2L (5¢20% — 42Vaql + 105V3)
X5 — 20 (5q20% — 42Vl + 105V3)
Xg — 2 (5¢202 — 42V4ql + 105V3)

Xr =28 (gf* — 10Val? + 60ETu)(5¢2¢% — 42Vagl + 105V3)
Xs  —%(gt* —10Val3 + 60ETu)(5¢*(2 — 42Vagl + 105V3)

Derivando o invariante 44 em relagdo a varidvel independente x e fazendo = = £ é possivel calcular a reacao
de apoio no ponto A:
d 203 ql

_ [ f— = = — 1
d;CA4 3 (qﬁ 3VA) 0=Vyu 3 ( 3)
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Por meio de transformacoes canonicas e utilizando as fungoes infinitesimais da Tab. 1 também pode-se obter
novas varidveis, dando destaque aquelas que facilitaram a integragao da equagao diferencial. Para &4 e 1y foram
calculadas as seguintes varidveis:

o X
T 12EIY

T4 (qz° — 10Valz® + 60u(z) E1L) Uy (14)

= 60EI(

Fazendo a mudanca de variaveis na equagao da linha eldstica para as novas coordenadas x4 e u4 tem-se a
equagao e a solucao remapeadas:

d2
?42“4(1‘4) =0= U4(.%'4) =Cixq4 +Co (15)

sendo Cy e Cy as constantes de integragao.
Substituindo as expressoes das novas variaveis na solugao remapeada tem-se a solugao da equacao da linha
elastica nas coordenadas originais:

1 . .1
= —— -1 14 — (60E1Cy — 1
u(z) 0BTl |9° OValx® + c (60EI¢Cy — 52) (16)

Em seguida, calculadas as coordenadas canonicas para o quarto gerador de simetria, determinou-se a fungao
vy para a reducao de ordem da equacao diferencial:

d 1

Vg4 = %U;zl == d (17)
4 qz* + 12EI€d—u(x) — 6V 4022
T
de forma que a equacgdo reescrita na nova variavel é:
d
7’()4(%‘4) =0 (18)

d$4

A solucao da Eq. (18) seguida da mudanca de varidveis de vy(x4) € x4 para suas respectivas expressoes em
fungéo de u(z) e x e posterior integragido em dx resulta na solu¢ao da EDO original.

Destaca-se que apesar de ser um problema relativamente simples e com solucao conhecida, portanto sem
necessidade das transformacoes feitas, o método de Lie é bastante interessante por permitir solu¢bes mais
econbémicas, conforme mostrado na Eq. (16).

A teoria de Lie pode ser aplicada em diferentes exemplos com os mais diversos tipos de carregamentos ou
parametros, sendo exigente apenas a descrigao das equagoes diferenciais que ilustram o fenémeno de interesse.
Também vale destacar que os invariantes extraidos dos geradores de simetria tem significa fisico claro, por serem
relacionados a energia de deformagao, reagoes de apoio e a prépria flecha da estrutura em pontos especificos de
interesse, que nao se alteram independente do sistema de referéncia usado para descrigao. Por fim, os geradores
infinitesimais de simetrias de Lie sao sempre da mesma forma para diferentes geometrias e carregamentos e
podem ser descritos de forma genérica em fungao da distribuigdo de momento fletor M (x) e do carregamento
aplicado na viga. Com isto, a obtengao de um novo método geral e alternativo descrito na forma de um teorema
para o cdlculo da energia de deformagéo e/ou das reagoes de apoio pode ser proposto.

4. CONSIDERACOES FINAIS

A partir dos resultados obtidos com a teoria de Lie pode-se confirmar a presenca das quantidades fisicas se
conservando, os invariantes, e verificar que o remapeamento da solu¢do em novas varidveis facilita a resolugao
da equacao da linha elastica, como no caso do quarto gerador de simetria. Também, a generalizacao que o método
tem permite a proposi¢ao de um método alternativo para calculo de deflexao ou qualquer outro invariante em
diferentes tipos de vigas.
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Abstract: The Lie symmetries represent a group of operations that can be made to map and to maintain
invariants the solutions of the differential equation. Thus, the theory initiated by Sophus Lie in the 19th century
showed a powerfull method to reduce order and to obtain the invariants and quadratures to solve the differential
equations, with a wide range of practical applications. This work illustrates the physical meaning of the Lie
symmetries and invariants that can be obtained in a static Fuler-Bernoulli beam. In particular, with the Lie
symmetry generators extracted by the elastic line equation it’s possible to calculate the equilibrium equations,
the deformation and the deflection. This work also shows the coordinate transformation applied for the order
reduction and integration with the new variables.
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