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Resumo: Neste trabalho foi feita a deteccdo e anélise do comportamento caético de um sistema vibro-impacto. Este
sistema consiste em uma massa oscilando entre duas molas ideais e um amortecedor, essa oscilagdo ocorre com o
auxilio de uma forca harmdnica. Esse sistema se encontra dentro de uma capsula que se move em um meio com
friccdo. Para detectar os pontos de estabilidade e instabilidade foram usados dois diagramas obtidos com o Primeiro
Método de Estabilidade de Lyapunov, um para cada parte do sistema, e para a analise dos pontos instaveis foi usado o
método dos expoentes de Lyapunov.
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1. INTRODUCAO

Na engenharia, na medicina e em outras areas h4 uma demanda muito grande de equipamentos que se movam
independente de forgas externas, neste contexto um sistema de capsulas movido exclusivamente com uma forga atuante
no interior do dispositivo se torna interessante pela sua facilidade de locomogao em lugares nos quais sdo inacessiveis a
mecanismos com pernas.

Embora o equipamento tenha um design relativamente simples, dependendo da escolha de pardmetros e condigdes
iniciais, o sistema pode apresentar comportamento caético onde seria impossivel, sem um método de controle, a
utilizacdo do dispositivo para fins praticos. Para que esse sistema seja estavel, é necessaria uma analise separada entre a
capsula externa e a massa interna, quando ambas apresentarem pontos estaveis, o sistema sera estavel.

Para a deteccdo de parametros instaveis foi utilizado o algoritmo de Wolf que implementa o Primeiro Método de
Estabilidade de Lyapunov e para andlise de tais pardmetros visando obter pontos ca6ticos foi utilizado o método dos
Expoentes de Lyapunov. Foi usado também o método de Runge Kutta de 42 Ordem para a execucdo do plano de fase de
cada uma das partes.

2. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL (OU PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL)

O sistema estudado é mostrado na figura 1.

.
% i
AVAVAY- P, ozl
B, | ——
[F
"*_\ 2 [ =

Figura 1. Modelo fisico
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O sistema funciona da seguinte forma: se Xy — X5 for maior que a dimensio G, a massa 124 entra em contato a

placa ligada & mola de constante k, caso a forca desempenhada pelo impacto for maior que a forca de atrito seco do
meio (F. ) a capsula entra em movimento. H& também um amortecedor com coeficiente de amortecimento c trabalhando

em cooperagdo com a mola de constante k4 de modo a diminuir a transferéncia de energia do impacto quando a massa
realiza seu movimento de retorno.

Para facilitar o manuseio das equacdes definiu-se as seguintes variaveis adimensionais.

ki d:xi ki " . d}’i ki " -F; Fb
T =Mt x; =FX5:}’E T4t 0.P XV ~dr 2P Xofe= F_ffb - P
' T ofs T o f f
E os parametros.
N,= —w=—a=—,§= Hd=—=Gf=—,¥y=
1ﬂlml 0, e 2m, 0, P, ) m,

Ondei=1,2. E F‘f ¢ o limiar de friccdo de Coulomb.
O movimento do sistema é descrito pelas equagdes diferenciais.

=0
= acos(wt) + (x;— x1) +28(y; — ) — Haf(xy —x; — &)
%y =y2(Hy (1 —H3) + HoH3)
Vo = (Hy(1— Ha) + HoHa)(—fo — (g —x9) — 280y — w4 ) + Haf(xq — 0 — 8)) /¥

1)

Sendo Hi(i=1,2,3) as fun¢des H definidas como.

Hy = H(|(xy —x1) + 280y — )| = )
Hy = H(|(x2— x) + 28(ya — )| = Bx1 —x2—8)| — f) )
H3 = H(xi_x: _5}

Para detectar os pardmetros que causam instabilidade no sistema foi executado o algoritmo de Wolf a fim de obter

um diagrama de estabilidade através do Primeiro Método de Estabilidade de Lyapunov e para a analise caética de tais

pontos foi usado o método dos Expoentes de Lyapunov, foi entdo plotado o plano de fase tanto da capsula quando da

massa usando o método de Runge Kutta de 42 ordem.

Todos os métodos foram utilizados em forma de algoritmos, os quais foram implementados no software livre

Octave, portanto ndo houve nenhum problema em trabalhar com as funcdes heaviside visto que é uma funcédo implicita
do software.

3.

o

sistema linearizado (matriz jacobiana). Foi encontrado também os pontos de equilibrio do sistema que se localizam na

RESULTADOS E DISCUSSAO
Para a simulagdo numérica do sistema usou-se 0s seguintes parametros e condi¢des iniciais.

Tabela 1. Pardmetros e condices iniciais.

@ ¥ fo fs 5 x(0) y,(0) x,(0) ¥,(0)

0.3 0.847 1 0.8 0.5 0.02 0.5 0.5 0.3 0.9

Apos a implementagdo do algoritmo de Wolf para a analise da estabilidade do conjunto massa-cépsula, foi obtido o

origem, ou seja, x 3 (£) = 0, y* () = 0,x%,(t) = Oey",(t) = 0.

O sistema linearizado é mostrado a seguir.
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Sendo.

a=B A@B-%y +X3) " (8-%1 +X3)-BrHEF-6-%;)-1
b=-2-¢

c=B H(¥y-8-%3)-PrAG-Xg+X3)"(5-Xy+X5)+1
d=2-¢

=¥y - (H(X1-X2+2-&- ¥y -2:& Vo - fp)AQB - X4 +X3) - A3 - X4 + X)) H(| X5 - X4 +B5- B Xq + P Xg-
2:8 ¥, +2:& Va| - fp) + A(fp - 11 - X3 +2:& X4 - 2:& Va|)sign(Xq - X3 +2:& ¥y - 2:& Vo) (H(Xq -8 -%3) - 1) +
SIgN(Xg - Xq +PB0- P Xy + P Xg-2:8 Vg +2:& Va)A(|Xg - Xq +B0-B* Xq + P Xg-2:& ¥y +2:& Val - f)H(Xy -

5-Xa)(B+1)

f=-¥; ((2Csign(¥g - Xy + P& - PrXg + P Xp-2:8 ¥y + 28 Vo) A([¥g - Xy + B8 -Pr Xy +prXp-2:8 ¥y +
2:8 Va| - fp)H(X -0 - X)) + 2:EA(fyy - |1 - Xg +2:& ¥q - 2:E Va|)sign(Xy - Xq +2:E ¥y -2:& Va)-(H(X1 -5 - X3)
-1))

9=V "(H(xy - X3 +2:& ¥y - 2:& ¥a| - ) A - X4 + X3) - A3 - X + X7)H(|X7 - Xy +B5- P Xq + P Xy -
28 ¥ +2:& Va| - fp) + A(fp - 11 - X2 +2:& ¥y - 2:& Val)sign(q - X3 +2:& ¥y - 2:& Vo) (H(Xq -8 -%3) - 1) +
SIgN(Xg -Xq +PO- P Xy + P Xg-2:8 Vg +2:& Va)A(|Xg - Xq +B0-B* Xq + P Xg-2:& ¥y +2:& Va| - f)H(Xy -

8-Xa)(B+1)

h=¥; "(2:&sign(Xg - X4 + B0 - P Xq + P Xg-2:8 Vq +2:& Vo)A(Xg - X +B5-PBXg + B X7-28 ¥y +
2:€ Val| - fo) H(X1 -8 - X2) + 28 A(fip - ¥4 - X2 + 28 ¥y - 28 Va|)sign(q - X3 +2:8 ¥y - 28 ¥2)(H(¥1 -5 - X3)
-1) -H(Ey - g +2:8 ¥y - 28 Va| - fo) (HE, -8 - X32) - 1) + H(jX g - X4 + B3 - P Xq + B X5 -2:8 ¥y +2:& Vol -
fe)H(E -8 - X3)

i=((H(%q - X3 +2:& ¥q - 2:8 Va| - fz)AS - Xq +X3) - A8 - Xq +X3) H(|X7 - Xq + B3 - B Xy + B X3 -2:8 ¥y
+2:€ Va| - fr) T A(fy - abs(Xq - Xg + 2:& Wy - 2:E Vq))sign(Xq - Xg + 2:E Wy - 2:E Vo) (H(Xy -8 -X;)-1) +
Sign(Xg - X4 + B3 - B Xy + P Xg-2:8 Vg +2:& Va)A(Xg - Xg +B0-B g + P Xg-2:8 ¥y +2:8 Va - fp)H(Xq -
d-Xa)(B+1))(fz-Xy+X3-2:8(Vy - Vo) +BHEy-8-X3)(5- Xy +X3)))/y - (H(JXy - X7 +2:& ¥y -2:& ¥y -
Fo)(H(xy-8-%5) - 1) - H(|%g - X9 + -5 - B Xg + B X3 -2:& ¥y +2:& Vol - f)H (X1 -8 - X3))(BHE-5-%7) -
B-AB -y +X3)(3-%Xq +Xg)+ 1))y

J = ((2:Esign(Xy - Xq + B3 - B Xy + P Xy -2:8 ¥y +2:8 ¥o)A([Xg - Xy + B0 - B Xy + B Xy -2:8 Wy +
2.8 ¥a|- fu)H(*1 - 8- %) + 28 A(fp - X1 - Xg + 28 ¥y - 28 Va|)sign(Xyg - Xp +2:8 ¥y - 28 ¥a2)(H(*q -6 - X3)
- D)(f- Xy + Xy - 286V, - Vo) + BH(X, -8 - X2)(0 - Xy + X))y - EH(Xy - X5 +2:& ¥y - 2:E V2l -
Jo)(H(Xq-8-%3) - 1) - H(|%3 - X4 + B3 - P g+ P Xg-2:& ¥y +2:& Va| - f) H(Xy - 8- Xa)))ly

k= ((H(xq - X3 +2:& ¥y - 2:8 Vol - fo)(H(¥y -8 - X3) - 1) - H(|Xg - X4 + B:5 - P Xg + P X7 - 228 ¥y +
2:8 ¥a| - fp)H(Xq - 8 - X)) (BH(Xq -8 - X3) - BAQB - Xg + X3)(3 - Xq + X3) + D)y - (H(|*y - X3 +2:& ¥y -
2:8 Va| - fo) A - Xq +X3) - AB - Xq + Xg)H(JXg - X4 +B-3- P Xg + B X3 -2:8 ¥y +2:8 Vo - fio) + A - %1 -
Xy +2:8 ¥y - 28 ¥Va|)sign(¥g - X +2:8 ¥y - 2.8 Vo) (H(X1 -8 - %3) - 1) +sign(¥z - X3 + B3 - B Xy + B X3 -
28 V1 + 28 Vo) A(Xg - Xy + B3 - P Xg + P Xp-2:8 ¥y +2:8 Va| - fo)H(y -8 - X2)(B+ 1)(fz-%q + X5 -
26V - ¥2) T PH(E -6 -X7) (8- %1 + X))y
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1= Q2:&H(xy - g +2:& ¥y - 28 Va| - fp)(HEy -8 -X3) - 1) -H(JxXy - X4 + B - B Xy + B X -28 ¥y +
2:& Va| - fp)H(x1 - 8 - X3)))/y - (2:&sign(Xg - X + B3 - B Xq + B X5 -2:& ¥y +2:& Vo) A(JXg - %4 +B:5- B Xy
+ B Xg - 2:8 ¥y + 28 Va| - fp)H(Ey -8 - X2) + 2EA(fp - [Xq - X3 +2:8 ¥y - 2:& Val)sign(¥Xy - X3 +2:8 ¥y -
28 ¥a)(H(Fq-0-Xg) - D) (fo-Xqg+X7-2:&(V1 - ¥2) +PH(E -8-%7) (8- X1 + X))y

Onde H() séo as funcdes heaviside, A () sdo as fungbes Delta de Dirac e sign() € funcéo sinal.

Ainda usando o algoritmo de Wolf foram obtidos dois diagramas de estabilidade, um referente a estabilidade da
massa e outro referente a estabilidade da capsula.

(@)

100000000000 000000000000000060000000000000000000000
pitl 5 0000000000060 000000000000000000000000000000000000,
1190000000000 0000000000000000000000000000000000000006
pitl:0 000000000000 000000000000000000000000000000000000
1000000000000 000000000000000060000006000000000000000
pliNs.00000000000000080000000000000000000000000000000000,
10800000000000000000000000800000000000000000000000008

15,0 000000600000000000000000000000000000000000000000,
0000000000000 000000000000000000000000000000000000

R 0000000000000 0080000000000000000000000000000000008
19000000000 00000000000000000000000000000000000000600
PIA¢ 0000000006000 0000000000000000000060000000000000000
1000000000000 06000060000000000000000000000006000000000
LN 50000000000 000000000000000000000000000000000000000,
1000000000 0000000000000000000000000000000000000000

)l 5,0 000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000008 000000000000000000000000000000000000

pLN 000000000000 00000000000000000000000000000000000600
00000000800000000000000000000000006000000000000000

(b)

286
Q0 O OOFOOF0O 906 0006, 0080 __0 OOFOF00
T 275 (HI00 004 00 040 0 D0 440 00 0400 #0444 #F00#0 % 00 0 04 0 O -4
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Figura 2. (a) Diagrama de estabilidade da massa. (b)Diagrama de estabilidade da capsula
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Foi programado para que os circulos fossem os pontos cujos parametros desempenham comportamento estavel, os
asteriscos fossem 0s pontos cujos parametros desempenham comportamento instavel e os quadrados vermelhos fossem
0s pontos degenerados.

Observando o diagrama de estabilidade da massa pode-se ver que a massa € estavel em quase todos os pontos,
exceto em alguns pontos quando & = 0, este resultado é plausivel pois este pardmetro implica que o coeficiente de
amortecimento é nulo, causando instabilidade no sistema.

Ja realizando a analise do diagrama de estabilidade da capsula podemos ver que ha muitos pontos instaveis e alguns
casos degenerados. Este tipo de comportamento gera um certo interesse voltado para uma analise mais detalhada dos
pontos instaveis.

Com base nos dois diagramas observou-se em quais pontos o sistema era instavel e foi escolhido arbitrariamente o
ponto (0.1,30) para a aplicacdo dos expoentes de Lyapunov de modo a identificar um possivel estado caético para esses
parametros.
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Figura 3. (a)Dindmica dos Expoentes de Lyapunov. (b)Dinamica do Expoente de Lyapunov positivo

Pode-se perceber que no ponto escolhido temos um expoente positivo que tende a um valor positivo em um tempo
de analise relativamente grande para o sistema, 0 que nos leva a uma percepgao de caos para 0s parametros usados.
Plotando o plano de fase da capsula e da massa obtém-se.
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Figura 4. Plano de fase da massa

Pode-se perceber pelo plano de fase da massa que a velocidade oscila em um intervalo, entretanto seu
deslocamento aumenta de forma oscilatéria, ndo atingindo um ponto de estabilidade.

4. CONCLUSAO

Neste trabalho foi possivel identificar e analisar pontos caéticos do sistema de capsula de forma a evitar se trabalhar
nestes pontos em uma possivel fabricacdo do equipamento. Para o ponto cujo estado de caos foi detectado propde-se
como trabalho futuro o estudo de um controlador de forma que seja possivel a manipulagdo do dispositivo nestas
condicdes.
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Abstract. In this work was made the detection and analysis of the chaotic behavior of a vibro-impact system. This
system consists of a mass oscillating between two ideal springs and a damper, this oscillation occurs with the aid of a
harmonic force. This system is inside a capsule that moves in an environment with friction. In order to detect the points
of stability and instability, two diagrams obtained with the First Method of Stability of Lyapunov were used, one for
each part of the system, and for the analysis of the unstable points the Lyapunov exponent method was used.
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