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Resumo: A transferéncia de calor em um escoamento uniforme na regido de entrada térmica de um tubo circular ou
entre placas planas, e considerando os efeitos de conducdo axial no fluido, é analiticamente e numericamente
estudada neste trabalho. A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) foi utilizada para resolver a
equacao da energia. Por se tratar de um método hibrido, a metodologia empregada alia a confiabilidade e precisao
das técnicas analiticas & um custo computacional competitivo, sem deixar de lado a versatilidade propria dos métodos
numéricos. O campo de temperatura e o numero de Nusselt local sdo avaliados para varios valores do nimero de
Peclet e de Biot, e uma condi¢cdo de contorno do terceiro tipo. Os resultados, apresentados na forma de tabelas e
gréaficos, permitem analisar a influéncia que o nimero de Peclet e 0 nimero de Biot exercem no nimero de Nusselt e
no perfil de temperatura, explicitando para cada caso analisado o comprimento de entrada térmica. Os resultados
obtidos foram confrontados com existentes na literatura aberta de forma a validar o modelo apresentado.
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1. INTRODUCAO

Com o grande avanco tecnoldgico da modernidade torna-se providencial um conhecimento aprofundado sobre o0s
processos reais de transferéncia de calor, bem como surge uma necessidade de analisa-los quantitativamente. Tal
avanco faz surgir, cada vez mais, problemas extremamente complexos na area de engenharia, requerendo solugdes
precisas em curto intervalo de tempo que proporcione a otimizagdo dos recursos empregados e que satisfagca a
necessidade do mercado. Dentro deste contexto, os métodos numéricos vém ganhando forca e conseguindo obter boas
aproximacdes para as solucdes pretendidas. Com o advento dos computadores de alta tecnologia, esses problemas, que
na sua grande maioria ndo apresentam solucdo analitica, podem ser tratados por métodos de aproximagdo numérica que
sdo bastante Uteis nas aplica¢fes de engenharia (de Diniz, 2005). A esse respeito (Veronese et. al, 2012) declara:

Devido a necessidade cada vez maior de solugdes exatas em curto intervalo de tempo, as
técnicas de aproximagdo numérica vém ganhando espago sobre a experimentacdo e aos
métodos analiticos classicos. Isto ocorre, pois a experimentacéo é quase sempre demorada,
dispendiosa e o0s gastos com aquisi¢do e afericdo de equipamentos sdo enormes para cada
nova situacdo, e os métodos analiticos classicos apresentam certas limitacdes. (pag.1)

Tratando-se especificamente de problemas de difusdo de calor e massa, area de grande interesse da engenharia por
atender a varias situagOes praticas, a GITT se apresenta como uma metodologia consagrada tendo sido utilizada com
sucesso em varias classes de modelos de transferéncia de calor e mecanica dos fluidos, conforme pode se observar em
(Mikhailov e Ozisik,1984).

A transferéncia de calor na convecgdo forcada laminar na regido de entrada térmica de dutos circulares e
retangulares, com conducdo axial no fluido, tem sido estudada tanto analiticamente (Nagasue,1981; Papoutsakis et.
al,1980; Bagazitoglu e Ozisik,1980; Vick et. al,1980; Laohakul et. al,1985; Johnston, 1991; Santos, 1992) como
numericamente (Verhofi e Fisher, 1973; Michelson e Villadsen, 1974) para as varias condi¢cGes de contorno. Uma
revisao bastante abrangente da literatura pode ser encontrada nos trabalhos de (Papoutsakis et. al, 1980; Kakag¢ et. al,
2014; Shah e London, 2014).

O problema a ser estudado trata-se de um escoamento uniforme, tipo pistdo, completamente desenvolvido em um
tubo circular ou entre placas planas, sujeito as condi¢des de contorno do 2° tipo (condi¢do de Neumman, devido a
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simetria do perfil) e do 3° tipo (condicdo de Robin, devido a troca de calor com o meio), conforme ilustrado na figura
abaixo.

Figura 1: llustragdo do problema fisico
2. MODELAGEM MATEMATICA

Para a modelagem matematica do problema fisico proposto, foram feitas as seguintes consideracoes:
e Escoamento laminar, em regime permanente;

e  Fluido incompressivel;

e As propriedades fisicas sdo consideradas constantes;

O perfil de velocidade é completamente desenvolvido na entrada térmica;

Os efeitos da dissipagéo viscosa ndo serdo considerados;

Impermeabilidade e ndo-deslizamento nas paredes;

Desprezando as forcas de corpo;

Sem geracéao de energia interna.

Deseja-se determinar a distribuicdo de temperatura do fluido. Levando-se em conta o problema de transferéncia de
calor mencionado, adotando-se as condi¢fes de contorno de 2° e 3? espécie, bem como as condi¢fes de entrada e de
saida prescritas, 0 modelamento matematico para o escoamento pistdo, mostrado na figura 1, pode ser escrito da
seguinte forma:

Equagéo principal

aT(x,r)  [0°T(xr) 1 a( maT(x,r)j_
pCou(r) P —1{ pwc el Ll ;, Xx=0 e 0<r<r,

€]

onde: u(r) =U,, éocampo de velocidade para um escoamento laminar tipo pistdo completamente desenvolvido, sendo

Um a velocidade média de escoamento. Sendo m=0 o escoamento sera entre placas planas, e se m =1 serd no interior de
um tubo circular.

Condic6es de contorno

2
T g, rog e x>0 @

or
3
o) T, )i r=r e x50 ©
Condicao de entrada
T(x,r)=T, ; x=0 e 0<r<r, (4)

Condicéo de saida

T(x,r)=T,; x=w e 0<r<r, (5)
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2.1. Adimensionalizacao do problema

Para a andlise do problema foram definidos os seguintes pardmetros adimensionais, dados pelas equagdes (6a-h),

com o objetivo de se resolver ndo s6 um problema particular, mas uma classe de problemas que sejam definidos pelo
mesmo modelo proposto

X r r : (6a-d)
X = az G=— u(g):&:]_ B|:m
D, .u, I u, K
o(x,c)=T&N-T. o v Re, = ntln P =Re,.Pr=tn oo
T,-T, a v a

Onde v é a viscosidade cinematica, o é a difusividade térmica do fluido, k¥ é a condutividade térmica, ry é 0

comprimento caracteristico, Dy= 2(2-m).ro é o didmetro hidraulico, e Pr, Re, e P, séo, respectivamente, os nimeros
de Prandtl , Reynolds hidréaulico e Peclet.

Aplicando os pardmetros adimensionais nas equacdes (1), (2), (3), (4) e (5), encontramos a equacdo principal, as
condigdes de contorno, a condi¢do de entrada e a condi¢do de saida na forma adimensionalizada:

Equacéo principal adimensional

2 ()
—8®(X,g) :iz—a @)(Xz’g)+4(2—m)zii g" 8®(X,g) ; X>0 e 0<¢<1
oX P, oX m og
Condicbes de contorno adimensionais
8
M:O’ g:OeX>0 ®
J¢
: 9)
8®(X,g)+ Bi.O(X,c)=0; ¢=1¢e X>0
g
Condicéo de entrada adimensional
0(X,¢)=1 0<¢c<l X=0 (10)
Condicao de saida adimensional
0(X,¢)=0, 0<¢<l, X=ow (11)

2.2. Problema auxiliar de autovalor na direcdo radial

O problema auxiliar para 0 campo de temperatura recai sobre o problema tipico de Sturm-Liouville. O problema
auxiliar escolhido para a determinacdo do campo de temperatura é escrito da seguinte forma:

imi[gmMJ+ﬂiz\Pi(ﬂ“g):0, O0<g¢g=1 (12)

¢ 0g 0g

M:O; c=0e u >0 (13)
og

%*Bi-‘ﬂ(m,g)ﬂ: s=le >0 (4
S
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No presente trabalho utiliza-se 0 método da contagem de sinal, que trata-se de um método numérico, para a
determinacdo dos autovalores (L), das autofuncées, W(w;, ¢), e das normas (N;), conforme descrito por (Mikhailov e
Vulchanov, 1983) . O método da contagem de sinal foi implementado no cédigo computacional na plataforma Fortran
INTEL para a solucéo do problema de autovalor associado.

2.3. Transformacéo Integral do Campo de Temperatura

Seguindo a metodologia de uso da GITT, definiremos um par transformada-inversa com a finalidade de reduzir o
problema original, que se trata de uma equacdo diferencial parcial, num sistema infinito e acoplado de equacgdes
diferenciais ordinarias. Num segundo momento, a férmula da inversa pode ser utilizada para obten¢do da solucéo do
problema original. O par transformada integral definido para este problema é dado por:

1

0,(X)= Nlj/z J'gm.\Pi (14,6)0(X, ¢ )dsg, Transformada (15)
i 0

0(X,¢)= il}l'(%%@(x) Inversa (16)
i=0 i

Tratando analiticamente a equagdo (7) por meio de operadores integrais, com auxilio do problema auxiliar e do par
transformada-inversa, pode-se transformar esta equacdo diferencial parcial num sistema de equacdes diferenciais
ordinérias dadas por:

8,(0) . 80,x)

v O —42-m)*P.’ 120,(X)=0 (17)

cuja solugdo geral é cléssica, dada por:
0,(X)=C,e* +C,e"" (18)

Tal que C; e C, sdo constantes a se determinar, enquanto que A, e A, sS40 dadas por:

2[ 2,2
A = P |1, \/1+ 16(2—m)" /4 T) £ } (19)
2 P,
p?[ 16(2 — m)? 12
=L |1- 1+—— 2 (20)
n=Blan 2022
Analogamente, também podemos tratar analiticamente as equagdes (10) e (11), encontrando, respectivamente, que:
— 1 o¥(u 1l :
O, (O) T TN 2 I(IUI ) =1 (21)
i N; og
@i (oo) =0 (22)

Com o auxilio das equagbes (21) e (22) podemos determinar as constantes C; e C, da equacdo (18), encontrando
que C, =0e C, = f;. Logo:

0,(X)= f,.e* (23)

A partir desta solucdo, podemos utilizar a férmula da inversa, dada pela equacgdo (16), para encontrar a solucéo
geral do problema fisico proposto.
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2.4. Célculo do Campo de Temperatura

O campo de temperatura para a regido de entrada térmica assume a forma:

®i(X’§)=ilPi(/‘i’g)-f_i.eizx

(24)
i=0 N i]/2
2.5. Célculo da Temperatura Média Adimensional
A temperatura média pode ser calculada por meio da expressao:
1
[smo(X ¢ )dg
®(X )média = (25)
[¢mds
0
Substituindo a equacéo (24) na equagéo (25), pode-se verificar que:
£ 2
®(X )média =(m +1)-Z f.oe™ (26)

i=0

2.6. Calculo do NUumero de Nusselt Local

Uma vez conhecida as expressdes para @(X , g) e @(X )média, pode-se calcular o nimero de Nusselt Local por
meio da expressao:

2.(2-m)
®(X )média -0 parede (X )

do(X,s)|

Nu(X)=-
dg |g:l

(27)

onde @ 4 (X) representa a temperatura adimensional ao longo da parede do tubo.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
3.1 Comparagdo dos resultados obtidos com literaturas especializadas

Através das tabelas que seguem, para fins de validagdo, podemos comparar os resultados obtidos no presente
trabalho com os resultados existentes na literatura aberta, especificamente usaremos os trabalhos de (Rohsenow e Choi,
1961; McKillop,1964 e Johnston,1994). Analisaremos, para cada posicdo axial adimensional, o valor do nimero de
Nusselt local. Em todos os casos apresentados podemos verificar uma boa concordancia.

Tabela 1. Comparacéo do nimero de Nusselt local com diferentes trabalhos na literatura especializada — Tubo
circular sem conducéo axial

Parede adiabatica Parede com temperatura constante
X a.X (Bi—0) (Bi—x)

th U, ROZSET]OW McKillop | Johnston | Presente ROZSE?]OW McKillop | Johnston | Presente
ar(‘l%l)o' (1964) | (1994) | trabalho a?l%l)o' (1964) | (1994) | trabalho

0,0025 20,38 20,49 20,379 20,371 13,04 13,069 13,072

0,005 15,33 15,35 15,330 15.324 9,88 9,89 9,884 9,886

0,01 11,88 11,89 11,884 11.879 7,75 7,744 7,746

0,015 10,46 10,46 10,450 10.445 6,89 6,89 6,886 6,888

0,025 9,16 9,16 9,161 9.155 6,18 6,18 6,179 6,180

0,05 8,24 8,24 8,238 8.232 5,82 5,82 5,817 5,818

0,10 8,01 8,01 8,012 8.006 5,78 5,783 5,785




X Congresso Nacional de Engenharia Mecéanica, 20 a 24 de maio de 2018, Salvador - Bahia

3.1 Efeito do Peclet

O numero de Peclet representa a relagéo entre a energia convectada e a energia conduzida axialmente no fluido.
Quando o Peclet é grande, significa que a contribuicdo da conveccdo no escoamento se torna mais relevante em relacéo
a conducdo axial. Da mesma forma, se o Peclet é pequeno, significa que a contribuicdo da conveccdo no escoamento se
torna pouco relevante em relacdo a conducdo axial, sinalizando a efetiva importancia da conducéo axial.

= —
8 8
3 5
ﬁ = Influéncia do Peclet 3 E
51 N — Pe=1 g - Influéncia do Peclet
5 ] Pe=5 E ] ——— Pe=1
= Pe =10 2 -
' Pe = 100 R | EZ;?O
3 Pe = 1000 3 Pe = 100
- Pe =« . Pe = 1000
- a Pe = -
o1 T rvorrorTg T LA L | T LELEL LR AL | 01 T LI A R A | T LR R | T T T
Distancia axial adimensional 7 Distancia axial adimensional
Figura 2: Nusselt local em funcéo da distancia axial Figura 3: Nusselt local em funcéo da distancia axial
adimensional para o escoamento entre placas planas adimensional para o escoamento no tubo circular com
com Bi= o Bi=w

Temperatura Média Adimensional
Temperatura Média Adimensional
1

0.4
Influéncia do Peclet T Influéncia do Peclet
4 —Pe=1 —— Pe =1
—  Pe=5 T Pe=5
02 = —— Pe =10 0z —] Pe =10
Pe =100 Pe =100
d—— pe=1000 | Pe = 1000
J— Pe = = — — Pe==
o

T T rrrrrog T T T T L B R R | °
T LB R | T T T Ty T T
0.001 0.01 0.1 1

- = . . . 0.001 o.01 0.1 1
Distancia axial adimensional

Distancia axial adimensional

Figura 4: Temperatura média global adimensional em Figura 5: Temperatura média global adimensional em
funcéo da distancia axial adimensional para o funcéo da distancia axial adimensional para o
escoamento entre placas planas com Bi = oo escoamento no tubo circular com Bi = o

As curvas acima mostram que para diferentes valores de Peclet, os resultados sdo bastante diferentes. Para todos os
graficos e tabelas contidos neste trabalho foram usados 200 autovalores e 200 autofungdes correspondentes. As Figuras
2 e 3 mostram os resultados do nimero de Nusselt local em funcéo da distancia axial adimensional para o caso em que
Bi = o0, que reproduz a situagdo de temperatura especificada no contorno. Pode-se perceber que o nimero de Nusselt
local decresce com o aumento do nimero de Peclet. Quando o Peclet é muito grande, a curva recae assintoticamente
para a solucdo cléssica do problema de Graetz com perfil de velocidade uniforme e temperatura especificada na parede,

onde a condugio axial é negligenciada. Para o problema de Graetz mencionado: Nu(X — o) = 9,8696 entre placas

planas e Nu(X — o) =5,78 no tubo circular, em conformidade com o trabalho apresentado. As Figuras 4 e 5

mostram os resultados obtidos para a temperatura média global em funcéao da distancia axial adimensional, para varios
valores do nimero de Peclet e Bi = o. Pode-se perceber que quanto menor o valor do Peclet (conducdo axial
significativa) mais a temperatura média global diminui lentamente com a distancial axial adimensionalizada.

A seqguir, apresentaremos a influéncia do Peclet sobre o campo de temperatura, explicitando o comprimento de
desenvolvimento térmico para cada situacdo avaliada. No presente trabalho definimos o comprimento de entrada
térmica como o comprimento axial necessario para que o fluido atinja a sua temperatura final com uma margem de 10%
de diferenca relativa.
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Figura 6: Campo de Temperatura para Pe =1 e
Bi = oo (placas planas)
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Figura 7: Campo de Temperatura para Pe =1 e
Bi = oo (tubo circular)
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Figura 8: Campo de Temperatura para Pe = 10 e
Bi = o (placas planas)

Figura 9: Campo de Temperatura para Pe =10 e
Bi = oo (tubo circular)
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Figura 10: Campo de Temperatura para Pe = 100 e
Bi = oo (placas planas)

Campo de Temperatura

Figura 11: Campo de Temperatura para Pe = 100 e
Bi = oo (tubo circular)
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Figural2: Campo de Temperatura para Pe = 1000 e
Bi = oo (placas planas)

Figura 13: Campo de Temperatura para Pe = 1000 e
Bi = oo (tubo circular)

Por meio das figuras 6 — 13 percebemos que o nimero de Peclet influencia diretamente na distribuicdo do campo de
temperatura. Quando comparamos 0 escoamento entre placas planas e no tubo circular, para um dado Peclet,
verificamos que o comprimento axial de desenvolvimento térmico é sempre maior na geometria cilindrica. Para uma
mesma geometria, concluimos que a distancia axial que caracteriza o desenvolvimento térmico é sempre maior quanto
menor o nimero de Peclet.

3.2  Efeito do Biot

Agora, para um Peclet especificado, analisaremos o efeito do Biot sobre o nimero de Nusselt Local. Vale salientar
que para Bi—oo temos a condi¢do de contorno do primeiro tipo (temperatura especificada na parede), para Bi—0 a
condi¢do é do segundo tipo (fluxo especificado, neste estudo consideramos parede adiabatica) e para 0 < Bi < « a
condicdo é do terceiro tipo, considerando a troca de calor entre o fluido e o meio.
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Figura 14: Nusselt local em fungéo da distancia axial
adimensional para o escoamento entre placas planas com

Por meio das figuras 14 e 15, concluimos que o nimero de Nusselt Local converge para valores menores quanto
maior o0 nimero de Biot. Pode-se observar também que para o caso de fluxo especificado na parede, (Bi = 0), 0 nimero

de Nusselt local converge para Nu(X — o) =12 entre placas planas e Nu(X — o) =8 no tubo circular, em total

Pe=w

concordancia com as literaturas especializadas.

Agora apresentaremos a influéncia do Biot sobre o campo de temperatura, explicitando o comprimento de entrada

térmica para cada situacao analisada.
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Figura 15: Nusselt local em fungéo da distancia axial
adimensional para o escoamento no tubo circular com

Pe=w

Campo de Temperatura

1 2.5 E)

1.5 2
Distancia Axial Adimensional

oz o3 0.4 o5 08 o7 o8 o9

Figura 16: Campo de Temperatura para Pe = 10
e Bi = 0,1 (placas planas)
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Figura 18: Campo de Temperatura para Pe = 10

e Bi = 1 (placas planas)
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Figura 20: Campo de Temperatura para Pe = 10
e Bi = 10 (placas planas)
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Figura 17: Campo de Temperatura para Pe = 10
e Bi = 0,1 (tubo circular)
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Figura 19: Campo de Temperatura para Pe =10 e
Bi = 1 (tubo circular)
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Figura 21: Campo de Temperatura para Pe =10 e
Bi = 10 (tubo circular)
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Campo de Temperatura Campo de Temparatura

Figura 22: Campo de Temperatura para Pe = 10 Figura 23: Campo de Temperatura para Pe =10 e
e Bi = 100 (placas planas) Bi = 100 (tubo circular)

Por meio das figuras 16 — 23 percebemos que o ndmero de Biot influencia diretamente na distribuicdo do campo de
temperatura. Verificamos que o comprimento axial de desenvolvimento térmico é sempre maior na geometria cilindrica,
para um dado Biot. Para uma mesma geometria, concluimos que o comprimento de entrada térmica é sempre maior
quanto menor o nimero de Biot. Também podemos perceber que para Bi = 100 o campo de temperatura ndo tem
grandes mudancas quando comparado com as situagdes em que Bi—o0, dadas pelas figuras 8 e 9.

4. CONCLUSOES

Conclui-se a partir da andlise dos resultados obtidos que, em baixos nimeros de Peclet, a consideracéo dos efeitos
de condugdo axial no fluido desempenha um papel importante nos problemas de transferéncia de calor e que a sua
omissdo oferece um erro apreciavel na computacdo da taxa de transferéncia de calor. Percebe-se ainda que, nas
condi¢Bes de pequenos nimeros de Peclet, o fluido tende a variar a sua temperatura mais lentamente ao longo da
direcdo axial, de modo ao comprimento de desenvolvimento térmico ser sempre maior para estas situagdes. Conclui-se
também que a partir de Peclet igual a 100 o desenvolvimento do campo de temperatura apresenta modificagdes muito
pequenas, de modo a ndo haver mais mudancas ho comprimento axial de desenvolvimento térmico, o que é justificado
pelo fato do efeito da conducdo axial ja comecar a ser desprezivel e o problema estudado recair sobre o problema
classico de Graetz. Verifica-se que quando o nimero de Biot € superior a 100 pode-se considerar que a condigdo de
contorno do problema fisico estudado é do primeiro tipo. Por fim, conclui-se que o presente trabalho reproduz
resultados satisfatérios para escoamentos, por exemplo, de metais liquidos que, por possuirem baixo nimero de Prandtl,
apresentam o comportamento de escoarem com um perfil uniforme de velocidade.
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Abstract: The heat transfer in a uniform flow in the thermal entry region of a circular tube or between flat plates, and
considering the effects of axial conduction in the fluid, is analytically and numerically studied in this work. The
Generalized Integral Transformation Technique (GITT) was used to solve the energy equation. Because it is a hybrid
method, the methodology employed combines the reliability and precision of the analytical techniques at a competitive
computational cost, without neglecting the versatility of numerical methods. The temperature field and the local
Nusselt number are evaluated for several values of the Peclet and Biot numbers, and a boundary condition of the third
type. The results, presented in the form of tables and graphs, allow to analyze the influence that the number of Peclet
and the number of Biot exert in the number of Nusselt and in the profile of temperature, explaining the thermal input
length for each analyzed case. The obtained results were confronted with existing ones in the open literature in order
to validate the presented model.

Keywords: axial conduction, uniform flow, Peclet, Biot, GITT.
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